LXXVIII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia pierwszego

czesé otwarta — przyktadowy zestaw zadan

1. Rozstrzygnaé, czy istnieja niecatkowite liczby wymierne aq,as,...,ag; 0 tej
wtasnosci, ze liczby

a1 - Az, Q2 -4z, a3z - a4, ..., Age " Ae7, Ae7 * A1

sg catkowite.

Rozwigzanie. Tak, istnieja takie liczby.

Sposob 1. Podstawmy za liczby aq, as, . .., agr kolejno:
6 14 6 14 6 14 21
3T 3T 3
66 liczb
Wowezas a; - a;41 =4 dlai =1,2,...,65, ags - agr = 49 oraz agy - a3 = 9.

Sposob 2. Wskazemy przykltad niecatkowitych liczb wymiernych aq, as, .. ., ag7, dla
ktorych kazdy iloczyn a; - aj, dla 1 < i < j < 67, jest liczbg caltkowita. Niech
D1, P2, - -, Per beda najmniejszymi 67 liczbami pierwszymi. Ich iloczyn oznaczmy

P
przez P ipotozmy a; = — dlat=1,2,...,67. Wowczas dla kazdego i liczba a; jest
p.

K2
wymierna i niecatkowita (licznik utamka nie dzieli si¢ przez p?), za$ dla i # j mamy
2

i - 4 = —5—, CO jest liczbg catkowita — licznik utamka dzieli sie przez p? pj
ij

2. Punkt I jest érodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC'. Prosta Al przecina
bok BC w punkcie D oraz okrag opisany na trojkacie ABC w punkcie E réznym
od A. Punkt J jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat BDFE. Udowodnié, ze
BJ=1J.

Rozwigzanie.

Sposéb 1. Oznaczmy ¥ BAC = a i $CBA = (3. Obliczmy katy:
JEBC = $FAC = L,
JJBI = $JBC + 4CBI = ;<}EBC + ;<)ECBA = ia - ;ﬁ,
JADB = 180° — ¥BAD — <DBA = 180° — ;a - B,
¥BDJ = ;%(BDE = ;(1800 — JADB) = ( o+ ﬁ) foz - ﬁ,

1 1
SIDJ = <)ADB+%(BDJ_18()°—§@—B+ —a+ 6—180°—Za——ﬁ.



Wobec tego ¥JBI + $I1D.J = 180°. To oznacza, ze czworokat BID.J jest wpisany
w okrag. Zatem

1 1
SBIJ = <$BDJ = 1ot 55 = JJBI.

Powyzsza réwnos¢ oznacza, ze trojkat BIJ jest rownoramienny i BJ = IJ.
A

Sposob 2. 7 lematu o trojlisciu wynika, ze BE = [E. W tréjkacie réwnoramien-
nym dwusieczna kata miedzy ramionami pokrywa si¢ z symetralna przeciwlegtego

boku. Zatem w trojkacie EBI dwusieczna kata I E B, czyli prosta E.J, pokrywa si¢
z symetralna odcinka BI. Stad BJ = 1J.

Uwaga. Lemat o trojlisciu wynika z nastepujacych przeliczen katow:

1 1
IBIE =180° — YAIB = YBAI + ¥IBA = 3¢ + 55,

YEBI = $EBC + <CBI = ¥FAC + SCBI = ;oz + ;ﬁ.

3. Dana jest liczba catkowita n > 2 oraz liczby rzeczywiste aq, ao, . . ., a, spetnia-
jace rownosci

ap+ar+...+a,=0 oraz a%+a§+...+ai:1_

n—1

Wykazaé, ze |a;] <
n

Rozwigzanie.
Sposob 1. Przeksztalcamy rownowaznie teze wykorzystujac w paru miejscach réw-



nosci dane w zadaniu:

n—1
a1| <
n
a%<n_1
n
nai <n—1
nat < (n—1)(a? + a3+ ... +d2)
a? < (n—1)(a3+a3+...+a?)
(ag+as+...+a,)* < (n—1)(a3+a3+...+a?)

a3 +a3+...+a2

<a2+a3+...+an>2
<
n—1 n—1
as+az+...+ay <\/a%+a§+...+a%
n—1 h n—1 '

Ostatnia nieréowno$¢ jest prawdziwa, gdyz z nieréwnosci trojkata i z nieréwnosci
miedzy Srednimi arytmetyczng i kwadratowa wynika, ze

as+as+ ...+ a,
n—1

WHWM+  + |an] ¢@+ﬁ+m+ﬁ
< ] :
n J——

n—1

Sposob 2. Mamy

oraz

n—1 n—1 & 1 1
0<a;—2 2492 ; =
< aj - ai + - —i—g(az—i— n(n—l)a +n(n—1)>
LA n—1 1 ( " )
= a; | —2 ap + 2 a; | +1=
(Set) 2" (2
1
=2—-2(n—-1 2 —ay) =
(n ) n(n—l)a1+ ( _1)( al)
2—-2 L
n(n—1)"
—o_9 " 4
n—1
A n—1 . o, n—1
skad wynika, ze a; < . Do wykazania zostaje nierownos¢ a; > — . Do-
n
wodzimy jej analogicznie, powtarzajac powyzsze rozumowanie dla liczb ay, as, . .., a,

zastapionych przez —ay, —ao, ..., —a,.



4. Dane sg dodatnie liczby catkowite a, b, przy czym a > b, liczba a — b jest
pierwsza, a liczba v ab jest catkowita. Wykaza¢, ze liczba v/2a + 2b — 1 réwniez jest
catkowita.

Rozwigzanie. Oznaczmy przez d najwiekszy wspoélny dzielnik liczb a i b. Zapiszmy
a = dk,b = dl, wtedy k > ¢ > 01 liczby k i ¢ sa wzglednie pierwsze. Z zatozenia
wynika, ze liczba ab = d?kf jest kwadratem liczby calkowitej, a skoro k i ¢ sa
wzglednie pierwsze, to k i ¢ muszg by¢ kwadratami liczb catkowitych. Oznaczmy
k=m?il=n?

Oznaczmy p = a—b. Liczbap = a—b = d(k—{) = d(m?—n?) = d(m+n)(m—n)
jest pierwsza. Oczywiscie m +n > m — n, wiec musi by¢ m+n =p, m —n = 1,
p+1  p—1

2 T

2a+2b—1:2(w)2+2(p_1>2—1:p2+2p“+p2_2p+1—
2 2

. Zatem

d = 1. Stad obliczamy m =

1 =p2

2

Zatem v/2a +2b—1 = p.

5. Dany jest wieloscian wypukty W. Zatézmy, ze kazdy wierzchotek wieloscianu W
jest wierzchotkiem parzystej liczby $cian. Plaszczyzna I1 przecina wnetrze wielo$cia-
nu W i nie przechodzi przez zaden z jego wierzchotkow. Przeciecie ptaszezyzny 11
i wieloscianu W jest pewnym wielokatem. Wykazaé, ze ten wielokat ma parzyscie
wiele bokow.

Rozwigzanie. Dla dowolnego wierzchotka A wieloscianu W oznaczmy przez d 4 liczbe
Scian, ktorych wierzchotkiem jest A. Zauwazmy, ze A jest koncem dokladnie d4
krawedzi wieloScianu W. Wynika to stad, ze kazda taka $ciana ma dwa boki o koncu
A, a kazda krawedz o koncu A jest bokiem dwdch Scian.

Niech X bedzie zbiorem wierzchotkow wielo$cianu W lezacych po jednej stronie
ptaszczyzny 11, a Y — zbiorem pozostatych wierzchotkéw (czyli zbiorem wierzchot-
kéw lezacych po drugiej stronie tej ptaszczyzny). Niech k bedzie liczba krawedzi
taczacych dwa wierzchotki ze zbioru X, a £ — liczba krawedzi taczacych wierzcho-
tek zbioru X z wierzchotkiem zbioru Y. Zauwazmy, ze

N da=2k+ 0 (W)

AeX

Rzeczywiscie, liczba d 4 jest liczba krawedzi o koncu A. Lewa strona rownosci zlicza
wiec liczbe krawedzi, ktorych ktérys koniec jest w zbiorze X, przy czym krawedzie
taczace dwa wierzchotki zbioru X sg policzone dwukrotnie, a krawedzie taczace
wierzchotek zbioru X z wierzchotkiem zbioru Y jednokrotnie.

7 zatozen zadania wynika, ze liczba d 4 jest parzysta dla kazdego wierzchotka A,
a zatem z rownosci (#) wynika, ze liczba ¢ jest parzysta. Pozostaje zauwazy¢, ze ¢
jest liczba wierzchotkow (a zatem tez liczba bokéw) wielokata bedacego przecieciem
ptaszczyzny 11 i wieloscianu W.



