LXXVIII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

czesé otwarta — przyktadowy zestaw zadan

1. Rozstrzygnaé¢, czy istnieja niecatkowite liczby wymierne aq,as,...,ag; 0 tej
wtasnodci, ze liczby

ay - Qgz, G2 -Aaz, a3z -Aaqg, ..., A " Ae7, Ae7 * A1
sg catkowite.

2. Punkt I jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC. Prosta Al przecina
bok BC w punkcie D oraz okrag opisany na trojkacie ABC w punkcie E réznym
od A. Punkt J jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat BDFE. Udowodnié, ze
BJ=1J.

3. Dana jest liczba catkowita n > 2 oraz liczby rzeczywiste aq, as, . .., a, spetnia-
jace rownosci

ay+ay+...+a,=0 oraz a?+ai+...+al=1

n—1

Wykazaé, ze |a;] <
n
4. Dane sg dodatnie liczby catkowite a, b, przy czym a > b, liczba a — b jest
pierwsza, a liczba v ab jest catkowita. Wykazaé, ze liczba v/2a + 2b — 1 réwniez jest
catkowita.

5. Dany jest wieloScian wypukty W. Zatézmy, ze kazdy wierzchotek wieloscianu W
jest wierzchotkiem parzystej liczby $cian. Plaszczyzna I1 przecina wnetrze wielo$cia-
nu W i nie przechodzi przez zaden z jego wierzchotkow. Przeciecie ptaszczyzny 11
i wieloscianu W jest pewnym wielokatem. Wykazaé, ze ten wielokat ma parzyscie
wiele bokdow.



