LXXVIII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia pierwszego

czesé testowa — przyktadowy zestaw zadan

1. Zalézmy, ze a +b+c =4, a> +b> + ¢ = 14 oraz a® + b® + 3 = 34. Wowczas

T | a)ab+bc+ca >0,
N | b) abc < -7,
N|c(1—-a)l=0)(1-c) >4
Rozwigzanie.
(a) Mamy

1
ab+ bc + ca = ((a+b+c)2—(a2+62+02)) 25(42—14):1.
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(b) Podobnie
56 = (a+b+c)(a® + b + %) = a® + 0> + & + (ab® + ba® + be® + cb® + ca® + ac?),

czyli
ab® + ba® + bc® + cb® + ca® + ac® = 56 — 34 = 22.

Ponadto
64 = (a+b+c)® = a®+b°+c*+3(ab®+ba*+bc® +cb*+ca®+ac?)+6abe = 34+66+6abc,

a stad abc = —6.

(¢) Zauwazmy, ze
(1—a)1=0)(1—c)=1—(a+b+c)+ (ab+bc+ca)—abc=1—4+1—(—6) =4.
Uwaga. Liczby a, b, ¢ sa pierwiastkami wielomianu

P(x)=(z —a)(z —b)(z —c) =2° — (a + b+ c)a* + (ab + bc + ca)x — abc =
=2’ 42 + 24+ 6= (z—3)(z - 2)(z + 1).

Ze wzoréw Viete’a wynika, ze jedynymi trojkami (a,b,c) spethiajacymi warunki
zadania sa tréjka (3,2, —1) oraz jej permutacje.



2. Rafal wybral niezaleznie 3 losowe liczby ze zbioru {1,2,...,10}, przy czym za

kazdym razem prawdopodobienstwo wybrania kazdej z dziesigciu liczb byto réwne %.

T | a) Prawdopodobienstwo, ze wszystkie wybrane liczby byty parzyste wynosi é,

T | b) Prawdopodobienistwo, ze wsréd wybranych liczb pojawita si¢ jedynka oraz
dziesigtka jest wieksze niz prawdopodobienstwo, ze wsréd wybranych liczb
pojawily sie dwie jedynki,

T | ¢) Prawdopodobienstwo, ze wybrane przez Rafala liczby bylty parami rézne
jest wieksze od %.

Rozwigzanie.
(a) Prawdopodobienstwo wylosowania liczby parzystej jest réwne 5 -
zatem prawdopodobienstwo wylosowania trzech liczb parzystych jest réwne (
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(b) Konfiguracji z dokladnie dwiema jedynkami jest 3 - 9. Uwzgledniajac kon-
figuracje (1,1,1) dostajemy 28 konfiguracji sprzyjajacych pierwszemu zdarzeniu.
Natomiast konfiguracji z doktadnie jedna jedynka i dokladnie jedna dziesiatka jest

3-2-8 =48 > 28 (wybieramy miejsce dla 1 na trzy sposoby, miejsce dla 10 na dwa
sposoby oraz trzecia liczbe na 8 sposobdw).
(¢) Konfiguracji sprzyjajacych temu zdarzeniu jest doktadnie 10 -9 - 8, zatem

. . , 10-9-8 _ 72 i
prawdopodobienstwo jest rowne 55" = 155 > 15-

3. Waldek narysowat trojkat, w ktorym srodek okregu wpisanego P pokrywa sie
ze $rodkiem okregu opisanego.

N | a) Tréjkat ten musi by¢ prostokatny.

T | b) Tréjkat ten musi byé¢ réwnoramienny.

T | ¢) Ortocentrum tego trojkata musi znajdowaé sie w punkcie P.

Rozwigzanie.

Oznaczmy przez R promien okregu opisanego na tym trojkacie, a przez r promien
okregu wpisanego w ten trojkat. Wowczas z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze kazdy
bok tego trojkata ma dlugo$é 2v/ R? — r2. Jest to wiec tréjkat réwnoboczny. W
szczegblnosci nie jest prostokatny, jest rownoramienny i jego ortocentrum pokrywa
sie z P.

4. Ciag liczb catkowitych aq,as, ... spelnia warunki a; = 4 oraz a,.+1 = 2a, — 3
dla kazdego n > 1. Wowczas

T | a) ap = 67 dla pewnego k > 1,

2
T | b) asr - asy > ags,

T C) NWD(G67, CL69> =1.




Rozwigzanie.
a) Bezposrednio obliczamy kolejne wartosci ciagu:

n|1|2[3]4]5]|6]7
an |45 7|11]19]35]67
b) Oznaczmy k = ag;. Wtedy ags = 2k — 3 1 agg = 4k — 9. Mamy wiec

agragy = k(4k —9) = 4k* — 9k i agg = (2k — 3)? = 4k* — 12k + 9.

Zadana nieréwnoéé redukuje sie do nieréwnosci k > 3. Jest to prawda — przez
prostg indukcje mozna wykazac, ze a, > 3 dla kazdego n > 1.

c) Jesli liczba pierwsza p dzieli liczby agr 1 agg, to dzieli tez liczbe 4agr — ago = 9.
Stad p = 3. Tymczasem przez prosta indukcje mozna wykazaé, ze trojka nie dzieli
zadnego wyrazu ciagu.

Uwaga. Latwo wykazaé przez indukcje, ze a, = 2" ' +3 dlan > 1.

5. Funkcja f: (0,00) — R musi by¢ stala, jesli spelnia réwnanie:

N | a) f(z) = f(2z) dla dowolnej liczby = > 0,
T | b) f(z)f(y) = f(x) — f(y) dla dowolnych liczb z,y > 0,
T ¢ f(z)f(y) = f(x) + f(y) dla dowolnych liczb z,y > 0.

Rozwigzanie.

a) Funkcja f przyjmujaca warto$¢ 1, gdy x jest liczba wymierna i 0 w przeciwnym
przypadku spehlia zadany warunek i nie jest funkcja stata.

b) Dany warunek dla z = y przybiera posta¢ f(z)> = 0, stad f(z) = 0 dla
kazdego x > 0.

c¢) Dany warunek dla z = y przybiera posta¢ f(x)? = 2f(z), skad f moze przyj-
mowa¢ jedynie wartosci 01 2. Jesli f(z) =01 f(y) = 2 dla pewnych z,y > 0, to
nie jest spelniona zadana réwnosé. Wniosek: f musi by¢ funkcja stale réowna 0 lub
funkcja stale réwna 2.

6. Roéwnanie zy + 2026 = x + y ma w liczbach catkowitych (z,y):

N | a) wiecej niz 30 rozwiazan,

N | b) rozwiazanie speliajace xy < —5000,

T | ¢) rozwiazanie speliajace x + y = 2.

Rozwigzanie.

a) Réwnanie mozna przeksztalcié¢ do postaci (x — 1)(y — 1) = —2025 = —3* - 5%,
Kazdy dzielnik prawej strony jest postaci £3%5” dla pewnego doboru znaku =+ oraz
pewnych a € {0, 1,2}, b € {0,1,2,3,4}. Takich dzielnikow jest zatem 2 -5 -3 = 30.
Jest wigc tylko 30 mozliwych wartosci liczby x — 1, a zatem tylez samo mozliwych
wartos$ci x. Dla kazdej z nich warto$é¢ y wyznaczona jest jednoznacznie.



b) Nieréwnosé xy < —5000 oznacza w szczegblnosci, ze xy < 0, tj. liczby x,y
sg roznych znakoéw. Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze < 0 < y. Rozumowanie z
czedci a) daje w szczegdlnosei szacowanie x — 1 > —2025, tj. x > —2024. Z drugie;
strony, ry < —5000 daje x+y = zy+2026 < —5000+ 2026 = —2974, a skoro y > 0,
to x < —2974. Sprzecznosc¢.

c) x =46, y = —44.

7. Liczba 100!:

T | a) ma w zapisie dziesigtnym doktadnie 24 zera na koncu,
N | b) ma ostatnia niezerows cyfre nieparzysta,
T | c) jest mniejsza od 2567%.

Rozwigzanie.

a) Wsréd liczb 1,2,...,100 jest 20 liczb dzielacych si¢ przez 5, a wsrdéd nich sa
cztery dzielace sie przez 25. Zadna z nich nie dzieli sie przez 125. Wobec tego w roz-
ktadzie liczby 100! na czynniki pierwsze liczba 5 pojawi sie doktadnie 24 razy. Poza
tym dwojka wystapi z wyktadnikiem co najmniej 50 (bo wérdd liczb 1,2;...,100
jest 50 liczb parzystych). W takim razie liczba 100! dzieli si¢ przez 10?4, ale nie dzieli

sie przez 10%°. Ma zatem w zapisie dziesietnym dokladnie 24 zera na koncu.

. s . . , s . . . |
b) Z rozumowania z czesci a) wynika w szczegdlnosci, ze liczba % jest parzysta,

ma wiec parzysta cyfre jednosci.
¢) Z nieréwnosci miedzy $rednimi wynika, ze

) 1+24...+1
V100! < + +100+ 00:50,5.

Ponadto 50,52 = 2550,25 < 2567. Wobec tego 100! < 50,5% < 2567°°,

8. W trojkacie ostrokatnym ABC bok AB ma dtugo$¢ 1. Wysokos¢ opuszczona
z wierzchotka C' na bok AB ma réwniez dlugosé 1. Wowcezas

T | a) obwdd tréjkata ABC jest wiekszy od %,

N | b) obwod trojkata ABC' jest mniejszy od &,

T | ¢) promien okregu wpisanego w trojkat ABC' jest mniejszy od 1%.

Rozwigzanie.




(a) Wysoko$¢ dzieli odcinek AB na odcinki dlugosci z,y, zgodnie z rysun-
kiem. Mamy z +y = 1 oraz obwdd tréjkata jest réwny 1 + /1 + 22 + /1 + y2.
Wykazemy nieréwnoé¢ v/5 < v/1+ 22 + /T + y2. Rozwazmy tréjkat o wierzchot-
kach (0,0),(1,x),(2,2). Dtugosci bokéw tego trojkata to 1+ 22, /1 + 42 oraz

/22 + (x + )2 = /5, zatem nasza nieréwno$é¢ wynika z nieréwnosci trojkata.

Pozostaje zauwazy¢, ze 1 + /5 > %.
(b) Dla 2 = 0,y = 1 obwdd jest réwny 2 + /2 > 2. Odpowiada to trojkatowi
prostokatnemu, ktory tatwo zaburzy¢, aby otrzymaé trojkat ostrokatny o obwodzie

przekraczajacym % (biorac za = dostatecznie matg liczbe dodatnia). Przyktadowo,

dla x = %o iy = %g dostajemy trojkat o obwodzie
1 119\2 V1192 + 1202 169 168 17
1 1+ — 1 — ) > 141+ — =24+ — > 24— = —.
+\/ + 1202 +\/ * (120> LR 120 + 120 + 120 5

(c) Pole tréjkata ABC' jest rowne % Pole trojkata jest iloczynem potowy ob-
wodu i promienia okregu wpisanego, zatem promien ten jest odwrotnoscia obwodu.

Wystarczy zatem zastosowaé punkt (a).

9. Kwadrat

T | a) mozna rozcigé na 6 kwadratow,

T | b) mozna rozciaé¢ na 7 kwadratéw,

T | ¢) mozna rozcia¢ na 2026 kwadratéw.

Rozwigzanie.
Wykazemy, ze kwadrat mozna podzieli¢ na n kwadratéw dla dowolnego n > 6.
Ponizsze rysunki przedstawiaja podzial kwadratu na 6, 7 oraz 8 kwadratow.

Pozostaje zauwazy¢, ze z podzialu na n kwadratow mozna utworzy¢ podzial na
n + 3 kwadraty poprzez rozcigcie jednego z kwadratéw na cztery mniejsze.



10. W trojkacie ABC punkt M jest srodkiem boku BC. Wiadomo, ze odcinek
AM jest dwa razy krétszy od jednego z bokow trojkata. Wowcezas

N | a) z odcinkéw AB, AC' i 2AM mozna zbudowaé tréjkat prostokatny,

T | b) érodek okregu opisanego na tym tréjkacie lezy na boku lub na zewnatrz
trojkata,

T | ¢) jeden z katéw BAM i M AC moze by¢ réwny 90°.

Rozwigzanie.

a) Trojkat ABC, w ktérym < BAC = 120° i AB = AC spehia warunki zadania.
Wtedy jednak AB = AC = 2AM, wiec trojkat o takich dlugos$ciach bokéw jest
réwnoboczny (a wiec nie jest prostokatny).
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b) Sa dwie mozliwosci: odcinek AM jest dwa razy krétszy od boku BC' lub
od jednego z bokéw AB, AC. W pierwszym przypadku AM = BM = CM, skad
wynika, ze M jest $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC.

D
W drugim przypadku bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze AB = 2AM. Niech D
bedzie odbiciem punktu A wzgledem M. Wéwcezas odcinki AD i BC' przecinaja si¢ w
potowie, a wiec czworokat ABDC' jest rownolegltobokiem. Mamy AB = 2AM = AD,
wiec trojkat ABD jest rownoramienny. Mamy wiec

IDAC = <ADB = <DBA =J4DBC + <CBA = <ACB + SCBA.
W konsekwencji
IBAC > <DAC = SACB + SCBA = 180° — <BAC,

skad wynika, ze $BAC > 90°. Tréjkat ABC' jest wiec rozwartokatny, czyli srodek
okregu opisanego na nim lezy na zewnatrz.

¢) Zbudujmy tréjkat prostokatny ABM, w ktérym < BAM = 90° i AB = 2AM.
Nastepnie zdefiniujmy punkt C' jako odbicie punktu B wzgledem M. Skonstruowa-
liSmy w ten sposéb trojkat ABC o zadanych whasnosciach.
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11. Jedli liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢ spetniaja a+b+c =1, to

T a)a*>+b*+c <1,

N | b) ab’c® < &

500°

Tloi+i+i>7.

Rozwigzanie.
a) 7 zalozen wynika w szczegdlnosci, ze 0 < a,b,c < 1, wiec a® < a, b*> < b i
A<e Stada®>+ P+ <a+b+ce=1.

i =1 p_1i,=1 4 =1iab?c®=-L > L
b) Obierzmy a = ¢, b= 3 ic= 5. Wowczas a+b+c=11ab’c’ = 55 > 55

¢) Z nieréwnosci miedzy $rednia arytmetyczna i harmoniczna wynika, ze

3° 3 T ILynLom

1 a+b+c> il%
Iy

SHL
o=

skad 24+ +2>9>7.

12. Kwadrat ABCD jest podstawg ostrostupa prawidtowego SABC' D wpisanego
w sfere a. Ostrostup ten przecieto ptaszczyzng Il tak, ze w przekroju otrzymano
czworokat wypukly A’B'C'D’, przy czym punkty A’, B',C’, D’ leza odpowiednio na
odcinkach SA, SB,SC,SD. Wéwczas

N | a)jesli A’B'C'D’ jest trapezem, to ptaszczyzna Il jest réwnolegta do podstawy
ABCD,

N | b) pole czworokata A’B'C’D’ jest nie wieksze od pola czworokata ABCD,

T | ¢) A/B"iC'D’ nie przecinaja sie lub przecinaja sie poza sfera .

Rozwigzanie.

a) Wybierzmy punkty A’, B', C', D’ w taki sposob, by % = gg = % i g%/ =
g—,DSj = 2. Wéwcezas A'B' || AB i C'D’ || CD. Podstawa ABCD jest kwadratem,
wiec AB || CD. Biorac jako Il ptaszczyzne wyznaczona przez réwnolegle proste
A'B" i C'"D' otrzymujemy w przekroju trapez. Plaszczyzna II nie jest réwnolegta do
ptaszczyzny ABC D, bo odlegtosci punktéow A’ i C" od ABCD r6znig sie (punkt A’
lezy dwa razy blizej).




b) Oznaczmy dtugosé krawedzi AB przez a, a wysoko$¢ ostrostupa poprowadzong
z wierzchotka S przez h. W przykladzie opisanym w czesci a) mamy A’'B’ = %a oraz
Cc'D = %a. Z kolei odleglosci punktéw B’ i C” od plaszczyzny ABC'D wynosza
odpowiednio %h i %h.

Wysokos¢ trapezu A’ B'C’' D’ ma, rzecz jasna, dtugosé wieksza od réznicy odlegto-
$ci punktow C' 1 B’ od plaszczyzny ABCD, czyli dtugos$é wickszg od %h — %h = %h.
W konsekwencji pole trapezu A’B'C’ D’ wynosi wigcej niz 5(A'B'+C'D")-3h = ah.
Tym samym wykazalismy, ze jesli h = 6a, to pole trapezu A’B’'C’'D’ jest wieksze od
a?, czyli od pola podstawy ABCD.

¢) Zalézmy, ze proste A'B’ i C'D’ przecinaja sie w punkcie P. Prosta A'B’ jest
zawarta w plaszczyznie ABS, a prosta C' D’ — w plaszczyznie C'DS. Wobec tego P,
czyli punkt wspolny prostych A'’B’ i C'D’, lezy w czesci wspdlnej ptaszczyzn ABS,
CDS, czyli na prostej przechodzacej przez S réwnolegltej do krawedzi AB i CD.
Prosta ta jest styczna do sfery s. W konsekwencji punkt P lezy na zewnatrz sfery s.




