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Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia pierwszego

6 listopada 2026 r. — cze$¢ otwarta

1. Dana jest liczba catkowita n > 6 oraz liczby ztozone k, £ spelniajace nieréwnoéci
n<k<l<n++n.

Wykaza¢, ze najwicksze dzielniki wlasciwe liczb k i £ sa rézne.
Uwaga. Dzielnik wlasciwy liczby catkowitej to dzielnik mniejszy od niej samej.
Autor zadania: Dominik Burek

m
Rozwigzanie: Zauwazmy, ze jesli d jest dzielnikiem liczby catkowitej m, to ¥ rowniez
m

jest jej dzielnikiem. Wieksza z liczb d, — jest rowna co najmniej y/m. Jesli liczba m
jest ztozona, to ma dzielnik wickszy od 1 i mniejszy od m; z powyzszej obserwacji
wynika wiec, ze m ma dzielnik wlasciwy réwny co najmniej /m. Tym bardziej jej
najwiekszy dzielnik wtasciwy jest réwny co najmniej y/m.

Zat6zmy nie wprost, ze d jest najwiekszym dzielnikiem wlasciwym liczb ki /.
Wtedy d jest dzielnikiem liczby ¢ — k i w konsekwencji d < ¢ — k. Z drugiej strony,
d > V(. Otrzymujemy wiec

Vi< VI<d<l—k<(n++vn)—n=+n

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze najwieksze dzielniki wlasciwe liczb k i £ sg rozne.

2. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AB < AC. Punkt M jest $rodkiem odcinka
AB, a punkt N — érodkiem odcinka AC. Niech € bedzie okregiem opisanym na
tréjkacie C M N. Okrag ten przecina prosta BC ponownie w punkcie P réznym od C'.
Punkt (Q wybrano tak, ze proste QP i QN sa styczne do 2. Wykazaé, ze AQ = QM.

Autor zadania: Nikodem Przytucki

Rozwigzanie: Prosta M N jest réwnolegta do prostej BC', gdyz M i N sg $rodkami
odcinkéw AB i AC'. Czworokat PM NC jest wiec trapezem, a skoro jest wpisany w
okrag €2, to jest trapezem réwnoramiennym. Wobec tego PM = NC = AN.




Mamy, z twierdzenia o kacie wpisanym i dopisanym, $MPQ = <M NP oraz
JANQ = JCPN. Skoro za§ MN | BC, to MNP = $CPN. Otrzymujemy
zatem SMPQ = SANQ.

Zauwazmy wreszcie, ze QP = QN, gdyz proste QP i QN sa styczne do )
odpowiednio w punktach P i N. Z cechy przystawania bok-kat-bok wynika wiec,
ze trojkaty MPQ i ANQ sa przystajace. W szczegdlnosci QM = (QA, co byto do
udowodnienia.

1
3. Zalézmy, ze x jest niezerowa liczba rzeczywista, dla ktérej liczba z 4+ — jest

x
catkowita. Wykazaé, ze dla dowolnego wielomianu W o wspotezynnikach catkowitych
1
liczba W(x) - W <> jest catkowita.
x

Autor zadania: Emil fasocha

Rozwigzanie: Zapiszmy W (t) = apt™ + an_1t" ' + ... + a1t + ay dla pewnych liczb

catkowitych a,, a,_1,...,ao. Po wymnozeniu nawiaséw w wyrazeniu
1 Ap Gy a
W(l‘)W( )_(anxn+an_1xn—1+._‘—Q—a1x+a0)(n—|— n—1+"’+1+a0>
x x x x

1
i przegrupowaniu wyrazoéw otrzymujemy sume wyrazen postaci by (x’“ + k), gdzie
x

bk = arag + Ap+107 + ...t 10y k1 T CpCp_ k.

Liczby by sa catkowite i do dokonczenia rozwigzania wystarczy wykazac, ze liczba

1
Ap =2+ s jest catkowita dla kazdego £ =0,1,...,n.

1
Liczby Ay = 2 oraz Ay = x + — sa calkowite. Ponadto dla k > 2
x

1 1 1 1
Ak = l’k + E = (.1' + QZ) (CCkl —+ .Tk_1> — (l’kQ + xk—Q) = AlAkfl — Ak,Q.

7 powyzszego wzoru rekurencyjnego na A; wprost wynika, ze liczby A, sa catkowite
dla kazdego k =0,1,...,n.

4. Piotrek ustawia klocki o wymiarach 1 X 2 na planszy o wymiarach m x n. Robi
to w taki sposéb, ze kazdy klocek pokrywa dwa pola planszy, zadne dwa klocki nie
pokrywaja tego samego pola oraz klocki nie wystaja poza plansze. Kazdy klocek
moze by¢ ustawiony poziomo lub pionowo.

a) Zatézmy, ze m = n = 100. Wyznaczy¢ najwieksza mozliwa liczbe klockow,
ktore moze ustawi¢ Piotrek, jesli pola pokryte przez roézne klocki nie moga
styka¢ si¢ bokami, ale moga styka¢ sie rogami.

b) Zalézmy, ze m = 99 in = 101. Wyznaczy¢ najwieksza mozliwa liczbe klockéw,
ktére moze ustawi¢ Piotrek, jesli pola pokryte przez rdzne klocki nie moga
styka¢ si¢ ani bokami, ani rogami.



Autor zadania: Piotr Nayar

Rozwigzanie:

a) Plansze 100x 100 dzielimy na 2500 kwadratéw 2x 2. Zauwazmy, ze w dowolnym
kwadracie 2 x 2 klocki pokrywaja co najwyzej dwa pola — gdyby pokryte zostaty
co najmniej trzy pola, to ktére$ dwa z nich bylyby pokryte przez rézne klocki i
stykatyby sie bokiem. Wobec tego klocki moga pokryé¢ co najwyzej 2500 - 2 = 5000
pol. To oznacza, ze na planszy mozna umiesdci¢ co najwyzej 2500 klockoéw. Sposob
umieszczenia takiej liczby klockoéw przedstawiono ponizej na prawym rysunku.

1
b) Otoczmy plansze 99 x 101 oraz kazdy klocek paskiem o szerokosci 7 Kazdy

klocek wraz z otoczka tworzy prostokat 2 x 3, klocki oraz ich otoczki nie nachodza
na siebie i wszystkie mieszczg si¢ w prostokacie o wymiarach 100 x 102. Poréwnujac
pola prostokatéw dochodzimy do wniosku, ze na planszy da si¢ umiescic¢ co najwyzej
100 - 102

2-3
ponizej na prawym rysunku (po 34 klocki w 50 wierszach).

= 1700 klockéw. Sposéb umieszczenia takiej liczby klockow przedstawiono

5. Dana jest liczba catkowita n > 2 oraz parami rézne liczby pierwsze py, pa, . . ., Pn.
Liczbe
1 1 1
— =+ —
P b2 Pn

a
zapisano za pomocg utamka nieskracalnego 7 gdzie a i b sg dodatnimi liczbami

catkowitymi. Wykazaé, ze a™ > n"b" L.



Autor zadania: Piotr Nayar
Rozwigzanie: Sprowadzajac sume z zadania do wspolnego mianownika otrzymujemy

utamek 5 Przy czym B = p1paps . . . p, oraz

A = papspa ... Pp—1Pn +D1D3D4 - - . Dn1Dn +P1P2Pa - - - Pn—iPn+ - ..+ P1P2 - - - Pn—2Pn—1-

Powyzsza suma nie dzieli si¢ przez p; dla zadnego k — wszystkie sktadniki sumy poza

k-tym dziela sie przez pp. Wobec tego utamek 5 jest nieskracalny i w konsekwencji
a=A,b=B.
7 nieréwnosci miedzy $rednig arytmetyczna i Srednig geometryczng otrzymujemy

Loy !
a b1 D2 pn>n]’ 1 i—"l

bn n ]71 ]72 o .. pn b.

Powyzsza nier6wnos¢ jest réwnowazna tezie zadania.



