LXXVIII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

czesé testowa — przyktadowy zestaw zadan

Przed rozpoczeciem rozwigzywania zadan nalezy czytelnie podpisa¢ kazdg kartke na
gorze strony swoim imieniem i nazwiskiem.

W kazdym zadaniu nalezy oceni¢ prawdziwos¢ trzech stwierdzen. Jesli stwierdzenie
jest prawdziwe, nalezy w odpowiednig kratke wpisaé litere T, a jesli jest falszywe,
litere N.

W przypadku pomytki litere w kratce nalezy przekresli¢ znakiem X, a wtasciwa
odpowiedz podac obok po lewej stronie.

Za podanie trzech poprawnych odpowiedzi w zadaniu przyznaje si¢ dwa punkty. Za
podanie dwoch poprawnych odpowiedzi w zadaniu przyznaje sie jeden punkt. W po-
zostatych przypadkach punktéw nie przyznaje sie. Brak odpowiedzi oraz odpowiedzi
nieczytelne traktowane sg jak odpowiedzi btedne.

Czas pracy: 75 minut. Powodzenia!

1. Zalézmy, ze a +b+c =4, a®> + > + ¢ = 14 oraz a® + b + & = 34. Wowezas

a) ab+ bc+ ca > 0,

b) abc < —7,

¢c) (1—a)(1—=0)(1—c)>4.

2. Rafal wybral niezaleznie 3 losowe liczby ze zbioru {1,2,...,10}, przy czym za
kazdym razem prawdopodobienstwo wybrania kazdej z dziesigciu liczb byto réwne %.

a) Prawdopodobienstwo, ze wszystkie wybrane liczby byty parzyste wynosi é,

b) Prawdopodobiefistwo, ze wsréd wybranych liczb pojawila sie jedynka oraz
dziesiatka jest wigksze niz prawdopodobienstwo, ze wsrod wybranych liczb
pojawily sie dwie jedynki,

c¢) Prawdopodobienstwo, ze wybrane przez Rafala liczby byly parami rézne
jest wieksze od %.




3. Waldek narysowat trojkat, w ktorym srodek okregu wpisanego P pokrywa sie
ze $srodkiem okregu opisanego.

a) Tréjkat ten musi by¢ prostokatny.

b) Tréjkat ten musi by¢ réwnoramienny.

¢) Ortocentrum tego tréjkata musi znajdowaé sie w punkcie P.

4. Ciag liczb catkowitych aq,as, ... spelnia warunki a; = 4 oraz a,,1 = 2a, — 3
dla kazdego n > 1. Wowczas

a) ap = 67 dla pewnego k > 1,

2
b) Qg7 * gy > Ugg,

C) NWD(Q67, CL69) =1.

5. Funkcja f: (0,00) — R musi by¢ stata, jesli spelnia réwnanie:

a) f(x) = f(2z) dla dowolnej liczby = > 0,
b) f(z)f(y)
c) f(x)f(y)

f(z) = f(y) dla dowolnych liczb z,y > 0,

-

f(z) + f(y) dla dowolnych liczb z,y > 0.

6. Roéwnanie zy + 2026 = x + y ma w liczbach catkowitych (z,y):

a) wiecej niz 30 rozwigzan,

b) rozwiazanie spetniajace zy < —5000,

¢) rozwiazanie spetniajace x 4+ y = 2.

7. Liczba 100!:

a) ma w zapisie dziesietnym dokladnie 24 zera na koncu,

b) ma ostatnia niezerowa cyfre nieparzysta,

c) jest mniejsza od 2567°.




8. W trojkacie ostrokatnym ABC bok AB ma dlugos¢ 1. Wysokosé opuszczona
z wierzchotka C' na bok AB ma réwniez dhugo$é 1. Wowcezas

a) obwod trojkata ABC jest wiekszy od %,
b) obwéd trojkata ABC' jest mniejszy od %,

¢) promiefi okregu wpisanego w trojkat ABC' jest mniejszy od %.

9. Kwadrat

a) mozna rozcia¢ na 6 kwadratéw,
b) mozna rozcia¢ na 7 kwadratéw,

¢) mozna rozcia¢ na 2026 kwadratow.

10. W trojkacie ABC punkt M jest srodkiem boku BC. Wiadomo, ze odcinek
AM jest dwa razy krétszy od jednego z bokow trojkata. Wowcezas

11.

12.

a) z odcinkéw AB, AC' i 2AM mozna zbudowaé tréjkat prostokatny,

b) érodek okregu opisanego na tym tréjkacie lezy na boku lub na zewnatrz
trojkata,
¢) jeden z katéw BAM i M AC moze by¢ rowny 90°.

Jesli liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢ spetniajaa+b+c =1, to

a) a® + b+ 2 < 1,

Kwadrat ABC'D jest podstawa ostrostupa prawidtowego SABC D wpisanego

w sfere a. Ostrostup ten przecieto ptaszczyzng Il tak, ze w przekroju otrzymano
czworokat wypukty A'B'C'D’, przy czym punkty A’ B', C’, D’ leza odpowiednio na
odcinkach SA, SB,SC,SD. Wéwczas

a) jesli A’B'C'D’ jest trapezem, to ptaszczyzna I1 jest réwnolegta do podstawy
ABCD,

b) pole czworokata A’B’'C’'D’ jest nie wigksze od pola czworokata ABCD,

c) A'B’ i C"D’ nie przecinaja sie lub przecinaja sie poza sfera .



