LXXVIII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia pierwszego

15 pazdziernika 2026 r. — czes¢ testowa

1. Liczba (\/64— \/7)2026 + (\/6 — \/7>2026 jest

N | a) niewymierna,

T | b) podzielna przez 2,

N | ¢) podzielna przez 3.

Rozwigzanie. Mamy

(\/6+ ﬁ)zozﬁ _ g (20;6) (\/6)’“ (ﬁ)mﬁ—k
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Sktadniki obu sum dla parzystych indeksoéw k sa takie same, a dla nieparzystych k
sg liczbami przeciwnymi. W takim razie
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Jest to wiec liczba catkowita dzielaca sie przez 2. Kazdy skladnik sumy poza
pierwszym jest podzielny przez 3. W takim razie rozwazana liczba nie dzieli si¢
przez 3.

2. Liczba 1-242-3+...4 2025 2026 + 2026 - 1 jest

N | a) wieksza od liczby 1% + 22 + ... + 20262,

T | b) wieksza od liczby 1 -2026 + 2 - 2025 + ... + 2025 - 2 + 2026 - 1,

N | ¢) mniejsza od liczby 1-3 4244 ...+ 2024 - 2026 + 2025 - 1 + 2026 - 2.

Rozwigzanie. Oznaczmy

A=1-242-3+...4+2025-2026 + 2026 - 1,
B=1%+2%+...+2026%
C=1-2026+2-2025+ ...+ 20252+ 2026 - 1,
D=1-3+2-4+...42024-2026 + 2025 -1 + 2026 - 2.



a) Z nieréwnosci ab < % dla liczb dodatnich a # b otrzymujemy
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b) Obliczmy réznice A — C' w nastepujacy sposob:
A—C=1-242-3+...42025-2026 + 2026 - 1—
—1-2026 —2-2025 — ... —2025-2—-2026-1=
=1-(2—-2026)+2-(3—2025)+3-(4—2024) + ...+
+...+2025- (2026 —2) +2026- (1 — 1) =
=1-(-2024) +2-(—2022) + 3 - (—2020) + ... + 2024 - 2022 + 2025 - 2024.

Parujac teraz pierwszy sktadnik z ostatnim, drugi z przedostatnim, itd. dochodzimy
do réwnosci

A—C =2024% +2022% + ... + 22

Stad A > C.
¢) Mamy

A=(1-242-3)+(3-44+4-5)+...+
+ (2023 - 2024 + 2024 - 2025) + (2025 - 2026 + 2026 - 1) =
=2.2242.4242.6%+...+2-20242 + 2026>

oraz

D=(22—1)+ (32— 1)+ ...+ (2025% — 1) + 2025 + 2 - 2026 =
=22+ 3%+ ... +2025% + 4053

W takim razie
A—D=22—-3244% 52+ .. +2024% — 20252 4 2026> — 4053.
Powyzsza liczba jest dodatnia, bo 32 < 42, 52 < 62, ..., 20232 < 20242 oraz

22 1+ 20262 = 4 + 20252 + 2 - 2025 + 1 = 20252 + 4055.

Zatem A > D.

Uwaga. Odpowiedzi w podpunktach a) i b) wynikaja bezposrednio z nieréwnosci
miedzy ciggami monotonicznymi: jesli 1 < 2o < ... <z, iy <y2 < ... < Yy, to
dla dowolnej permutacji o: {1,2,...,n} — {1,2,...,n} zachodza nieréwnosci

T1Yn+22Yn—1+- .. +Tul1 < T1Yo()) T T2Yo2) +- - T TnYo(n) S T1Y1+T2Y2+- . . +Tpln.



3. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AB = 61 AC' = 10. Na odcinku AC wybrano
punkt D tak, ze AD = 6, a na poétprostej AB wybrano punkt E tak, ze AE = 10.
Odcinki BC'i DE przecinaja si¢ w punkcie P. Wowczas

T | a) poétprosta AP jest dwusieczna kata BAC,

N | b) stosunek pola tréjkata APB do pola trojkata APC wynosi 25,

T | ¢) punkty B, D, C'i E leza na jednym okregu.

Rozwigzanie.

a) Niech ¢ bedzie dwusieczna kata BAC. Punkty B i D sa symetryczne wzgledem
¢. Podobnie, punkty C'i F sa symetryczne wzgledem ¢. W takim razie odcinki BC'
i DFE przecinaja prosta ¢ w tym samym punkcie. To znaczy: P lezy na /.

b) Pole tIOJk@ta APB jest rowne AB AP - sin 1<lBAC’ a pole tI‘OJk@ta APC

jest rowne AC’ AP -sin 1<IBAC Ich iloraz jest rovvny = 160 = 5.

c) Czworok@t BDCEFE jest trapezem réwnoramiennym, Jego wierzchotki lezg wiec
na okregu.

4. Na przyjeciu spotkato sie 101 oséb. Niektore osoby sie znaja. Przyjmujemy, ze
jesli osoba A zna osobe B, to osoba B zna osobe A. Wowczas

N | a) mogto zdarzy¢ sie, ze kazdy zna doktadnie 13 oséb,

T | b) pewne dwie osoby znaja tyle samo oséb,

N | c) jesli kazdy zna dokladnie cztery osoby, to pewne trzy osoby znaja sie na-
wzajem.

Rozwigzanie.

a) Zalézmy, ze moglo sie tak zdarzy¢ i oznaczmy liczbe znajomosci, czyli par
osOb znajacych sie, przez k. Wowczas 2k = 101 - 13, gdyz kazda z 101 os6b zna
doktadnie 13 osob. Otrzymujemy sprzecznosé, bo 2k jest liczba parzysta, a 101 - 13
— nieparzysta.

b) Liczba znajomych danej osoby jest liczba catkowita pomiedzy 0 a 100. Gdyby
kazda z 101 os6b miata inng liczbe znajomych, to kazda liczba catkowita pomiedzy O
a 100 bytaby liczba znajomych pewnej osoby. W szczegdlnosci istniataby osoba, ktora
zna wszystkich, jak rowniez istniataby osoba, ktéra nie nie zna nikogo. Sprzecznosé.

c¢) Ustawmy wszystkie osoby wzdtuz okregu w réwnych odstepach. Powiedzmy,
ze kazda osoba zna si¢ z pierwszg i trzecia osoba stojaca po jej lewej stronie oraz z



pierwsza i trzecig osoba stojaca po jej prawej stronie. Wowcezas kazdy ma dokladnie
czterech znajomych, ale nie ma trojki osob, ktore znaja si¢ nawzajem.

5. Dla kazdej liczby rzeczywistej ¢ rozwazamy nastepujacy uktad réwnan zmien-
nych rzeczywistych x, y:
{332 L=,

clr+y)=1

Woéowezas

T | a) istnieje nieskonczenie wiele liczb rzeczywistych ¢, dla ktérych uktad réwnan
nie ma rozwigzan,

T | b) istnieje liczba rzeczywista ¢, dla ktérej uktad rownan ma dokladnie jedno
rozwigzanie,

N | c) istnieje liczba rzeczywista ¢, dla ktérej uktad réwnan ma doktadnie trzy
rozwigzania.

Rozwigzanie. Dla ¢ = 0 uklad rownan jest sprzeczny. Dla ¢ # 0 drugie réw-
nanie opisuje prostag o rownaniu y = —x + %, a pierwsze réwnanie opisuje okrag
jednostkowy. Jesli \%] > /2, to rzeczona prosta jest roztaczna z okregiem jednost-
kowym, a jesli |%] = /2, to jest do niego styczna. Prosta nie moze przecinaé okregu
w doktadnie trzech punktach.

6. Niech N =32 4+3%.724+3%. 7% + 75. Wowczas

a) N jest kwadratem liczby catkowitej,

b) N ma doktadnie 64 dodatnie dzielniki,

—| 4=

¢) najmniejsza dodatnia liczba catkowita k, dla ktérej kN jest kwadratem
liczby catkowitej, wynosi 130.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze
N=B"%+3-3) - 7+3-3 - (T2 + (7P =03"+7)°*=130=2%.5° . 13°.

Liczba N nie jest zatem kwadratem. Jej dzielniki sg postaci 2¢ - 5° - 13¢, gdzie a, b, c
naleza do zbioru {0, 1,2, 3}. Dzielnikéw tych jest zatem 4-4-4 = 64. Liczba kN jest
kwadratem wtedy i tylko wtedy, gdy & jest postaci 130¢2. Najmniejsza taka liczba
jest 130.



7. Dane sg dodatnie liczby rzeczywiste x1, zo, ..., x12, ktérych iloczyn jest réow-
ny 1. Wowczas

N | a) co najmniej sze$¢ sposrdd tych liczb jest nie mniejszych od 1,

T | b) mozna podzieli¢ te liczby na dwie grupy, liczace odpowiednio pieé i siedem
liczb, tak aby iloczyn liczb w pierwszej grupie (zlozonej z pieciu liczb) byt nie
wiekszy niz iloczyn liczb w drugiej grupie (ztozonej z siedmiu liczb),

T | ¢) jezeli iloczyn kazdych trzech sposrdd tych liczb jest nie mniejszy od 1, to
wszystkie dane liczby sg réwne 1.

Rozwigzanie.
a) Kontrprzyklad stanowig np. liczby 21 = 22 = ... = z11 = § 1 x1p = 2!1.
b) Bez straty ogélnodci przyjmijmy, ze x1 < 23 < ... < zy2. Jesli x5 < 1, to

T1T9T3T4T5 < 1, wiec
T1T2%374T5 < 1 = X1 022304T5X6T708T9T 10011012 S TL7L8TL10L11L12-
W przeciwnym razie x5 > 11 w szczegdlnosci x1; > 1. Wtedy
T1T2T3T4Ts S TeT7TeToT1y < TeL7TTYT10T11T12-

c) Mamy z120x3 < 1, x4x506 < 1, 2720879 < 11 210211212 < 1. Po wymnozeniu
stronami otrzymujemy 1 < 1, wiec we wszystkich szacowaniach zachodzg réwnosci.
Analogicznie dowodzimy, ze iloczyn dowolnych trzech liczb posréd xq, o, ..., 712
jest réwny 1. W szczegdlnodci dla dowolnych parami réznych wskaznikow i, 7, k, £
mamy ;T = x;x;%, skad x, = x,. W konsekwencji wszystkie liczby sg réwne, a
skoro ich iloczyn jest réwny 1, to wszystkie sa rowne 1.

8. Wielomian P(x) = 2?96 + 220% + 4+ 22 + 2+ 1

a) nie ma rzeczywistych miejsc zerowych,

b) spelnia nieréwnosé¢ P(2) > 2207,

22| -

c) jest funkcja rosnaca na przedziale [—1,1].

Rozwigzanie.

a) Zauwazmy, ze dla z # 1 mamy P(x) = % # 0. Ponadto P(1) = 2027.
Wielomian P nie ma wiec miejsc zerowych.

b) Mamy P(2) = 2271 = 22027 _ 1 < 92027,
¢) Mamy P(—1) =1 oraz

(-3 -1 2
(- G o

Funkcja P nie jest wiec rosnaca na przedziale [—1,1].




9. Dany jest czworoécian foremny ABCS. Punkty X i Y leza odpowiednio na
krawedziach AB i AS, przy czym AX : XB=1:21 AY :YS =3:1. Wowczas

T | a) plaszczyzna CXY jest prostopadta do ptaszczyzny ABC,

T | b) objetosé czworoscianu AXCY jest cztery razy mniejsza od objetosci czwo-
roscianu ABC'S,

N | ¢) najdtuzszym bokiem trojkata CXY jest C'X.

Rozwigzanie.

a) Niech S’ 1Y’ oznaczaja odpowiednio rzuty punktéow S i Y na plaszczyzne
ABC. Wystarczy wykazaé, ze Y' lezy na prostej C'X.
S

A X L B

Zauwazmy, ze punkt S’ jest $rodkiem ciezkosci trojkata ABC', a' Y’ dzieli odcinek
AS" w stosunku AY' : Y'S = AY : YS = 3 : 1. Niech K bedzie $§rodkiem odcinka
BC, a L — érodkiem odcinka BX. Wéwczas

AY"  AY' AY

AK — AS" AK
wiec Y’ jest srodkiem odcinka AK. Jest ponadto jasne, ze skoro AX : XB =1:2,
a L jest srodkiem odcinka BX, to X jest érodkiem odcinka AL. Zatem XY’ || KL,
gdyz XY jest linig Srodkowa w trojkacie AK L, oraz CX || KL, gdyz KL jest linig
srodkowg w trojkacie BC'X. WykazaliSmy wiec, ze punkty Y’ i C' lezg na prostej
przechodzacej przez X rownolegltej do K L.

b) Pole trojkata ACX jest 3 razy mniejsze od pola tréjkata ABC, a odlegtosé
punktu Y od plaszczyzny ABC' jest % razy krétsza od odlegto$ci punktu S od tej
ptaszczyzny. W takim razie objetos¢ czworoscianu AXCY jest 3-% = 4 razy mniejsza
od objetosci czworoscianu ABC'S.

¢) Obierzmy na krawedzi AB punkt Y dzielacy ja w stosunku BY” : YA =
AY :YS =3:1. Wtedy CY = CY". Jest jasne, ze kat CXY"” jest rozwarty, a wiec
cY” > CX.

1

27

3 2
4 3
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10. W tréjkacie réwnobocznym o boku 10 umieszczono 101 punktéw, przy czym
zadne trzy nie leza na jednej prostej. Wowczas

T | a) pewne dwa z tych punktéw sa od siebie oddalone o nie wiecej niz 1,

N | b) pewne trzy z tych punktéw sa wierzchotkami tréjkata ostrokatnego,

T | ¢) pewne trzy z tych punktéw sa wierzchotkami tréjkata o polu nie wiekszym
niz 1.

Rozwigzanie.

a) Podzielmy tréjkat z zadania na 100 tréjkatéw réwnobocznych o boku 1. Z
zasady szufladkowej wynika, ze ktores dwa z zaznaczonych punktéw znajdujg sie w
tym samym tréjkacie rownobocznym o boku 1. Sg one oddalone o nie wiecej niz 1.

b) Rozwazmy ¢wiartke dowolnego okregu zawartego wewnatrz rozwazanego tréj-
kata i umies¢my na niej wszystkie 101 punktéow. Wowcezas dowolny trojkat, ktorego
wierzchotkami sg rozwazane punkty, ma jeden z katow o mierze co najmniej 135° —
nie jest wiec ostrokatny.

¢) Podzielmy wyjsciowy tréjkat na 50 trojkatéw o polu % . %\/g = § < 1. Ta-
ki podzial jest mozliwy, wystarczy podzieli¢ jeden z bokéw tréjkata na 50 réwnych
czesci, a punkty podziatu potaczy¢ z przeciwlegtym wierzchotkiem. Z zasady szuflad-
kowej wynika, ze ktores trzy rozwazane punkty leza w jednym z takich tréjkatow.
Sa one wierzchotkami trojkata o polu mniejszym niz 1.




11. Liczba 2026™ — 1 jest

T | a) podzielna przez 45 dla kazdej liczby catkowitej n > 1,

T | b) podzielna przez n + 1 dla nieskonczenie wielu liczb catkowitych n > 1,

T | ¢) podzielna przez 2027 dla nieskonczenie wielu liczb catkowitych n > 1.

Rozwigzanie.

a) Wykorzystujac wzér skroconego mnozenia
a® —b"=(a—b)(a" P +a"*b+... Fab" 2+ ")

wnioskujemy, ze liczba 2026™ — 1 dzieli sie przez 2026 — 1 = 2025 = 452,

b) Przyjmijmy n = p— 1, gdzie p jest liczba pierwsza niedzielacg liczby 2026. Na
mocy malego twierdzenia Fermata liczba 2026™ — 1 = 2026P~! — 1 dzieli si¢ przez
p=n-+1.

c¢) Podobnie jak w punkcie a), jesli n jest liczba parzysta, to 2026™ — 1 dzieli sie
przez 20262 — 1 = 2025 - 2027.

12. Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej rozwazamy proces, w ktérego kazdym
kroku zastepujemy te liczbe suma jej cyfr w zapisie dziesietnym. Proces konczy sie
w momencie uzyskania liczby jednocyfrowej. Wowczas

41000

N | a) proces ten dla liczby 1 zakonczy sie na liczbie 5,

b) proces ten dla liczby (10%)! zakoriczy si¢ po co najwyzej 4 krokach,

11

T
T | ¢) proces ten dla liczby 1 zakonczy sie na liczbie 5.
1000

Rozwigzanie. Sume cyfr liczby n oznaczaé bedziemy przez S(n). Zauwazmy, ze
S(n) =n (mod 9). Rzeczywiscie, jesli zapisem dziesietnym liczby n jest agax_1 - - - a1ao,
to

n=ap-10°4a,_,- 107+, +a1-10+ag = ap+ag_1+...+a+ag = S(n) (mod 9).
a) Mamy 5% = 125? = (—=1)2=1 (mod 9), wiec
141 = 5190 = (56)1% . 5 =5 =625 =4 (mod 9),

wiec proces zakonczy sie na liczbie 4.

b) Mamy (10°)! < (10°)'%° = 1019, Liczba (10°)! ma wiec co najwyzej 9 - 10°
cyfr, wiec S((10%)!) < 9-9-10° < 10™. Zatem liczba S((10%)!) ma co najwyzej 11
cyfr. Stad S(S((10%)!)) < 9-11 = 99. Wsrdd liczb nie wickszych od 99 najwicksza
sume cyfr ma 99. Zatem S(S(S((10%)!))) < 18. Wszystkie liczby nie wicksze od 18
maja sume cyfr nie wigksza od 9. Zatem S(S(S(S((10%)!)))) < 9 i rozwazany proces
zakonczy sie najpozniej po czwartym kroku.



111”

¢) Rozwazana liczba jest postaci 1 , gdzie n jest liczbg nieparzysta. Mamy

"=(-1)"=-1=5 (mod 6).
Zapiszmy wiec 11" = 6k 4+ 5. Mamy
11°=2°=64=1 (mod 9),

wiec
1Y =11% = (119%.11° =17 2°=32=5 (mod 9).

Whiosek: proces zakonczy sie na liczbie 5.

Uwaga. Zamiast bezposrednio obliczaé¢ 5° i 116 modulo 9 mozna bylo skorzystaé
z twierdzenia Eulera: jesli NWD(a,n) = 1, to a¥*™ = 1 (mod n), gdzie ¢(n) jest
liczba dodatnich wzglednie pierwszych z n liczb niewigkszych od n.



