LXXVII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego

1. Dane sg dodatnie liczby catkowite a, b, n speliajace warunek 2a = bn.
Zbiér {1,2,...,2a} podzielono na n parami roztacznych zbioréw mocy b.
Wykazaé, ze te n zbiorow mozna rozdzieli¢ na dwie grupy w taki sposéb, by
zbiory w pierwszej grupie zawieraly tacznie co najmniej %a — ib elementow
niewiekszych od a, a zbiory w drugiej grupie zawieraty tacznie co najmniej

%a — ib elementow wiekszych od a.
Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie: Oznaczmy b-elementowe zbiory dane w tresci zadania przez
X1, Xo, ..., X,. Dla kazdego ¢ = 1,2, ...,n niech x; bedzie liczba elementow
zbioru X; niewiekszych od a oraz niech y; = b — x;, tj. niech y; bedzie liczba
elementow zbioru X; wiekszych od a. Bez ograniczenia ogolnosci rozumowa-
nia mozna zatozy¢, ze xy = x9 = ... = x,. Woéwczas y; < ya < ... < Y, Oraz
D Ti=a =y Y

Jesli n = 2m, gdzie m jest liczba catkowita, to pierwsza grupe tworzymy
ze zbioréw X, Xo, ..., X,,, a druga ze zbioréw X, 11, Xynio, ..., Xop. Laczna
liczba elementéw niewigkszych od a w pierwszej grupie jest réwna Z:’; x;.
Skoro z; > x; dlai < m < j, to

m

1 & b
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Analogicznie, w drugiej grupie tgczna liczba elementéw wiekszych od a wy-
nosi

2m 1 2m a a b
i>_' = = > = — —.
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Pozostat przypadek, gdy n = 2m + 1, gdzie m jest liczba catkowita.
Jesli xp, 1 > g, t0 Ymi1 < 2. Wtedy pierwsza grupe tworzymy ze zbio-
row X1, Xo, ..., Xini1, a druga grupe ze zbioréow X,, o, ..., Xopmi1. Wowczas
w pierwszej grupie jest tacznie



elementéw niewigkszych od a. W drugiej grupie jest doktadnie > o Yi
liczb wigkszych od a. Wykazemy, ze jest to liczba niemniejsza od § — g.

Rzeczywiscie, mamy

2m+1 m 2m+1 2m+1
a= Z Yi = <Zyz> + Ym+1 + ( Z yi) <2- ( Z yz> + Ymt1 <
1=1 =1 =m-+2 i=m-+2
2m+1 b
<2 (Z yi) +t35
i=m-+2
co daje zadane szacowanie.
W przypadku, gdy z,11 < g postepujemy analogicznie: pierwszg grupe
tworzymy ze zbioréw Xi, Xo, ..., X,,, a druga ze zbioréw X,,11,..., Xoma1-
Analogicznie jak poprzednio, druga grupa zawiera

2m—+1 2m—+1

Z $i>%'zxi:g>
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Pierwsza grupa zawiera y .-, z; liczb niewigkszych od a i jest to liczba nie-
mniejsza od § — %, gdyz

2m+1 m 2m+1 m
GZZ%Z( $i>+$m+1+(z $i><2'<2$i>+$m+1<
1 i=1

i=1 = i=m+2
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2. Dane sg dodatnie liczby catkowite a i b. Wykazac, ze liczba b — 1 dzieli
sie przez a wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n
niewickszej od g spetniona jest rownoscé

Uwaga. Symbol |z | oznacza najwieksza liczbe catkowita niewieksza od x.

Autor zadania: Dominik Burek



Rozwigzanie: Dla b =1 liczba a zawsze dzieli b — 1 = 0, a rownos¢ z zadania
jest spetniona dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n niewigkszej od % = %,
bowiem takie liczby n w ogdle nie istnieja. Od teraz zaktadamy, ze b > 2.

Réwnosé z tresci zadania oznacza, ze istnieje liczba catkowita m spetnia-
jaca nieréwnosci

<a 1 <a <m-+1
ms<s —--|n—=< —n<m .
b 2 b

Warunek ten jest rOwnowazny temu, ze

m- b—|—2 <an < (m+1)-b. (%)
Powyzsza nieréwnos¢, niezaleznie od n, daje mb+ § < (m +1)b, skad § < b.
Jesli wiec a > 2b, to rownosé z zadania nie jest spetniona np. dlan = 1
(co jest liczba niewiekszg od %) Podzielno$¢ a | b — 1 nie moze by¢ wtedy
spetniona, bo a > 2b > b—1 > 0. Od teraz zaktadamy, ze a < 2b. Nieréwno$¢
(x) oznacza wtedy, ze r(an) > §, gdzie r(r) oznacza reszt¢ z dzielenia przez
b liczby catkowitej x.

Zalozmy, ze a | b—1, tj. b = ac+1 dla pewnego ¢ catkowitego. Rozwazmy
dowolng liczbe catkowita n spelniajgca nieréwnosci 1 < n < b = “C; actl
Podzielmy n przez c z reszt@ n=dc+e Wtedy 0 <d< 3i0<e<c—1,
przy czym rownos¢ d = 5 jest mozliwa wytacznie, gdy 2 | aie=0.Jesl
e=0,tod>1ian =adc= (d—1)b+ (b—d). Mamy b > b—d > §, wicc
r(an) =b—d > 3. Jedlie > 1, to an = adc+ae = db+ae—d. Mamy wowczas
§<a—d<ae—d<ac+1=b,skad wynika, ze r(an) = ae —d > 3.

Teraz zaltézmy, ze a t b — 1. Nalezy wskazaé¢ dodatnia liczbe n < g, dla
ktorej r(an) < §. Jest jasne, ze a > 2 (bo 1 | b —1). Zapiszmy b = ac + s
gdzie s # 1 jest resztg z dzielenia b przez a. Mamy dwa przypadki:

1° s = 0. Przyjmijmy n = c¢. Wtedy an = ac = b, wiec r(an) = 0. Taki

Wybér n jest mozliwy, boc>0ic< G = g

2° s > 2. Niech k bedzie takg liczba calkowfa@, ze ks > § > (k—1)s. Mamy
wowezas a > ks (dla k = 1 wynika to stad, ze s < a, a dla k > 2 stad, ze
a>2(k—1)s > ks). Potézmy n = kc+ 1. Wtedy

an = akc+a=k(b—s)+a=kb+a— ks.

Mamy 0 < a — ks < § < b, a wiec r(an) = a — ks < §. Podstawienie

n = kc+ 1 jest dozwolone: nieréwnosé¢ n < % jest rownowazna nierownosci



ac+s = 2kc+2. Jest ona prawdziwa, bo z nieréwnosci a > ksis > 2 wynika,
ze ac+ s = ksc+ s = 2kc + 2.

3. Wykaza¢, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n oraz dodatnich
liczb rzeczywistych x, zo, . . . | x, speliajacych réwnos¢ x1+xo+... 42, =1
zachodzi nier6wnos¢

Btad4. 2l <yn(ad+ad+. . +a2)’,

Autor zadania: Adam Karczmarz

Rozwigzanie:

/ sz n 212 n 4 s s .
Sposob 1. Mamy oczywiscie (Y., x7)” > >, x;. Ponadto z nieréwnosci
Cauchy’ego Schwarza wynika, ze

(£)(59)(57)

Wobec tego

n n 3/2 n 2
SreTaRe(Re) ()

oraz

Sposéb 2. Niech M bedzie najwigksza z liczb 1, xo, ..., z,. Mamy wowczas
Sorap < MY a? By zakofczy¢ rozwigzanie wystarczy wykazaé, ze

MZ? 1x1 X \/E(Z? 11}2)2-

Jesli M < f’

Wykorzystujac udowodniona w sposoble pierwszym nieréwno$é 1 <n )1 | 7

otrzymujemy
1 n n 2
2 2
3ot eva ()
vn i=1 i=1



Jesli zas M > \/15,

i=1 i=1 i=1 i=1

Sposob 3. Oznaczmy lewa i prawg strone dowodzonej nieréwnosci odpowied-
nio przez L i P. Wowczas

L= (i xf’) <z”: xl) = zn:xf + Z zi (@] + 27).
i=1 i=1 i=1 1<i<j<n

Zauwazmy, ze Y 1w} = 1530 ( + 1)), Wykorzystujac te rownosé
zapisujemy P w postaci

P \/_Zx +2v/n Z riah =

1<z<g<n

:fo—i- vn —1) Zx +2v/n Z xfx?
i=1

1<i<g<n

:ZZ:;;;;;UF > (\/ﬁl+1($ +a8) + 2v/natx )

1<i<j<n

Wystarczy udowodnié, ze dla dowolnych a,b > 0 zachodzi nieréwnos¢

ab(a® + b*) < (a* +b*) + 2y/na’?,

1
vn+1
bo kladac a = x;, b = x; i sumujgc po wszystkich wskaznikach 1 <7 < j <n
dostaniemy L < P.

Wykorzystujac nieréwnosci = +y > 2./xy oraz /2(z* + y4) > 2* + ¢?
otrzymujemy

1 2
NG 1(a4+b4)+2\/ﬁa262 > 2\/\/5—\/_?1((14 + b4)a?h? > 2 %(az—l—lﬁ)ab

i do zakonczenia rozwiazania pozostaje zauwazyc, ze

1 1
oYY AL —1>2\ﬁ=\/§>1.
vn+1 1+ 2



Uwaga. Taka metoda mozna wykazac, ze

(S) () <5 ()

Sposob 4. Wykazemy przez indukcje wzgledem n, ze dla dowolnych dodatnich

liczb rzeczywistych xq, xs, ..., 2,

(&) (Br) <= (E7)

Dla n = 1 mamy rownos¢. W kroku indukcyjnym bez straty ogdlnosci za-
tozmy, ze x,41 jest najwieksza z liczb zq, 29, ..., x,41. Zatozenie indukeyjne

daje

() (8 (5 (5

Do wykazania zostaje

n+1
vn+1 ( Tngr + 2054 Z xk;) Tnt1 Z Tj, + Ty Z Tk,

k=1

bo sumujac (#) z (V) dostajemy teze indukcyjna. Zauwazmy, ze

n+1

3

Ty + 230 E > T E Tp = Tni E T,
k=1 k=1

Do wykazania zostaje

(V n+1- 1) <$i+1 + 207 Z x%) > Ty Z T,
k=1 k=1

bo (&) + (&) = (V). Z nieréwnosci miedzy $rednimi otrzymujemy

n
4 2 2 2 3
mn—i—l + 23:71—&—1 Lk 2 an-‘,-l
k=1

n
k=1 Tk

(®)

(©)



Do wykazania zostaje

(Jn—+1—1)2\/g>1.

8(vVn+ri-1)"

Rownowaznie:

WV

WV

n
8<n+2—2\/n+1) n
Tn+16 > 16vn + 1
49n? + 224n + 256 > 256n + 256
49n% > 32n,

co jest oczywiscie spetnione dla n > 1. Dow6d zakonczony.
Uwaga. Taks metoda mozna udowodnié, ze

4. Dana jest funkcja f: R — R spelniajaca warunck f(z) = f(2) dla kazde;
liczby rzeczywistej © # 0. Zatézmy, ze istnieja wielomiany P, ) o wspot-
czynnikach rzeczywistych spetiajace rownosé f(x) = P@) q1a kazdej liczby

Q(x)
rzeczywiste] x. Wykazaé, ze istniejg wielomiany R, S o wspdtczynnikach rze-
ot d
czywistych spelniajace rownosé f(z) = géxi T 3 dla kazdej liczby rzeczywistej

x # 0.
Autor zadania: Piotr Nayar

Rozwigzanie: 7 zalozen zadania wynika, ze wielomian () nie ma miejsc ze-
rowych, a wiec ma staty znak. Zauwazmy, ze dla dowolnej niezerowej liczby
rzeczywistej x

f(@)Qx) = P(z) orar (i) Q (%) _p (é) |

Po dodaniu stronami i skorzystaniu z réwnosci f(z) = f (%) otrzymujemy

ro) (@ +e(3)) = s@aew £ (1) e(5) =rwr(3).



1

Liczba Q(z) + Q(2) jest niezerowa. Wobec tego f(x) = gzgi—ggfg dla dowol-
nego = # 0. Do zakonczenia rozwiazania pozostaje wykazac lemat: jesli W
jest wielomianem o wspotczynnikach rzeczywistych, to istnieje wielomian V'
o wspolezynnikach rzeczywistych taki, ze V(z + 1) = W (z) + W(2) dla do-
wolnego = # 0. Stosujac bowiem lemat do wielomianéow P i ) otrzymujemy
szukane wielomiany R i S.

Dowadd lematu. Zdefiniujmy cigg wielomianéow Vi, Vi, ... rekurencyjnie za
pomoca wzoréw Vy(z) = 2, Vi(x) = x oraz Vi (z) = zVi(x) — Vi_1(x) dla
i > 1. Wykazemy przez indukcje, ze z° + % = Vi(z + %) Mamy oczywiscie
'+ 5 =2="V(r+1)iz+1="V(z+2) Krok indukcyjny przebiega
nastepujaco:

) 1 . 1 1 ) 1
i+1 _ 7 i—1 _
x++ﬁ—(3}+g)(l‘+z)—(l’ —FF)_
1 1 1 1
:Vi<x—|——> (:c—l——)—V}l <x—|——> =Viq (:c—l——).
A xr T xr

Wykazalismy wiec, ze dla wielomianu W (x) = z* szukanym V jest wielomian
Vi.

Dla wielomianu W postaci W (z) = > 7 a;2" mamy

W(x)+WG) :gai (x’—i—x%) zgaﬁ/} (x+é)

Szukanym wiclomianem jest wiec V' = >""  a;V;. Koficzy to dow6d lematu i
rozwigzanie zadania.

5. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym AB < AC. Okrag wpisany
w ten trojkat jest styczny do bokow BC, CA, AB odpowiednio w punktach
D, E, F. Punkty X 1Y leza na prostej E'F', przy czym proste BX i CY
sg prostopadte do prostej BC. Punkt M jest srodkiem odcinka BC'. Prosta
symetryczna do BX wzgledem M X przecina prosta symetryczna do CY
wzgledem MY w punkcie Z. Wykazac, ze proste ZD i BC' sg prostopadte.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie: Niech ) bedzie okregiem o Srednicy BC. Proste BX i C'Y sa
styczne do €2 odpowiednio w punktach B i C'. Oznaczmy punkt symetryczny



do B wzgledem X M przez B'. Wtedy B’ lezy na BZ i jest punktem stycznosci
prostej BZ z §). Analogicznie, niech C’ bedzie punktem symetrycznym do C
wzgledem Y M, wtedy C’ lezy na Y Z i jest punktem stycznosci prostej C'Z
z 2.

Niech £ bedzie prostg prostopadta do BC przechodzacy przez Z. Oznaczmy
punkt przeciecia prostych BB’ i k przez Z'. Wéwcezas, skoro BX = B'X i
BX || k,to ZZ' = ZB' i pdlprosta ZZ'~ nie przecina prostej BC'. Analogicz-
nie pokazujemy, ze C'C’ przecina k w takim punkcie 2", ze ZZ" = ZC", Z"
lezy na k i polprosta ZZ"~ nie przecina prostej BC. Skoro za$ ZB' = Z(’,
dostajemy ZZ' = ZZ" i w konsekwencji punkty Z’ i Z” sie pokrywaja. Punkt
Z lezy wiec na wysokosci trojkata Z'BC.

Z/

B

c

D M

Oznaczmy spodek wysokosci trojkata Z' BC' opuszczonej z wierzchotka Z'

przez D’'. Nalezy wykazaé, ze gg g,DC — stad wyniknie, ze punkty D i D’

sie pokrywaja, co zakonczy dowdd.
Mamy XM 1 BB, wiec <D'BZ’' = 90° — ¥ XBB' = <4BXM. Wobec

tego trojkaty prostok@tne XMB i BZ'D' sy podobne. Wobec tego 527 =
M/. Analogicznie, tréjkaty prostokatne YMC i CZ'D’ sa podobne, wiec
& = g—]\); Po podzieleniu tych réwnosci stronami otrzymujemy

BD' BX-CM BX
CD' BM-CY (CY’

gdyz BM = CM.



E Y
F
X T
B D C
Do wykazania zostaje réwnosé g—g = g—if‘ Oznaczmy przez T taki punkt
na prostej XY, ze AT 1 BC. Wykorzystujac trojkaty podobne BXF i ATF
oraz CY E i ATFE otrzymujemy % = % oraz % = %. Wykorzystujac te

rownosci wraz z BD = BF, CD = CE i AE = AF otrzymujemy

BX BX AT BF AE BD
Yy AT CY FA EC CD’

co konczy dowdd.

Sposob 2. Podobnie jak w sposobie pierwszym dowodzimy, ze proste X ZiY Z
sg styczne do okregu (2. Oznaczmy punkt przeciecia prostych BY i C'X przez
V. Oznaczmy tez przez W kierunek réwnolegtych prostych BX, CY (tzw.
punkt w nieskonczonosci tych dwoch prostych). Wykorzystujac twierdzenie
Brianchona dla zdegenerowanego szesciokata BXZY CW otrzymujemy, ze
prosta ZW przechodzi przez V. To znaczy: prosta ZV jest rownolegla do
prostych BX i C'Y (czyli jest prostopadta do BC).

A




Do zakonczenia rozwigzania wystarczy wykazac, ze prosta ZV przecina

- : . BD' _ BD
BC w takim punkcie D', ze 57z = 55. Mamy

BD' XV BX
DC  VC CY

i rozwigzanie mozna zakonczy¢ tak jak w sposobie pierwszym lub np. sko-
rzysta¢ z twierdzenia sinuséw:

sin BXF
BD  BF BX .2222= BX

- - sin C' :
DC ~ CE~ ¢y mCE ~ ¢y

lorazy sinuséw skrocity sie, gdyz S XFB = 4EFA = SAEF = 4CEY
oraz {BXF + <EYC = 180°.

6. Dana jest liczba catkowita n > 2. Wojtek ma w ogrodzie n bambusow
By, Bs, ..., B,. Bambusy maja state tempa wzrostu — kazdego dnia bambus
B, przyrasta o dokladnie a; metréw (a; > 0). Przy tym spelniona jest réwnosé
a1+as+...+a, = 1. Kazdego dnia o péinocy Wojtek moze wybra¢ jednego
bambusa i $cia¢ go przy samej ziemi — $ciety bambus po Scigciu ma wysokosé
0 metréw i nie przestaje rosna¢ w swoim stalym tempie wzrostu opisanym
wyzej. Na poczatku kazdy bambus ma wysoko$¢ 0 metrow. Wykazaé, ze
Wojtek moze tak wybiera¢ bambusy do Sciecia, ze zaden z nich nigdy nie
bedzie wyzszy niz 2 metry.

Autor zadania: Wojciech Nadara

Rozwigzanie:

Dla kazdego ¢ = 1,2,...,n niech b; = 2%, gdzie s; jest liczba catkowita
spetniajgca nieréwnodci 2571 < a; < 2%. Wykazemy, ze nawet gdyby bambus
B; r6st w tempie 2% na dobe, to Wojtek wcigz mogtby Scinaé je w zadany
Sposob.

Zauwazmy, ze dla kazdego i = 1,2,...,n mamy b; < 2a;. Wynika stad,
ze y o by <23 a; =2 Liczba > | b; jest postaci 2 — k- 2° dla pewne]
liczby catkowitej s. Wykazemy, ze Wojtek moze zasadzi¢ k nowych bambu-
sow, z ktérych kazdy rosnie w tempie 2° metréw na dobe i wcigz by¢ w stanie
Scina¢ bambusy w zadany sposob.

Wykazemy nastepujace stwierdzenie: jesli By, Bs, ..., B, sa bambusami,
dla i = 1,2,...,n bambus B; ro$nie b; = 2% metréw na dobe, przy czym
s; jest liczba catkowita oraz Y., b; = 2, to Wojtek moze $cinaé jednego



bambusa dziennie w taki sposob, ze dlat = 1,2,...,n bambus B; jest scinany
doktadnie co 275! dni (w szczegdlnosci zaden z nich nigdy nie bedzie wyzszy
niz 2% - 275t = 2 metry). (Przyjmujemy tak jak w treéci zadania, ze na
poczatku kazdy bambus ma wysoko$é 0 metrow.)

Dowdd przebiega indukcyjnie wzgledem n. Dla n = 1 jest tylko jeden
bambus, ktory kazdej doby rosnie o dwa metry. Wystarczy $cinaé go kazdego
dnia.

Zaloézmy teraz, ze n > 2. Bez ograniczenia og6lnosci rozumowania mozna
zatozy¢, ze by > by > ... > b,. Zauwazmy, ze b, = b, — W przeciwnym
razie y ., bib,1 = 20,1, co daje sprzecznosé, bo lewa strona réwnosci jest
nieparzysta (wszystkie sktadniki sumy poza ostatnim sa parzyste), a prawa
jest parzysta.

7 zatozenia indukcyjnego wynika, ze jesli zastapimy bambusy B, ;i1 B,
jednym bambusem B! , o tempie wzrostu 25" metréw na dobe, to Woj-
tek moze Scina¢ bambusy w zadany sposéb. Bambus B!, jest $cinany co
2~ (snt D+ — 9=sn (ni. Zatem w pierwotnym ogrodzie, w ktérym rosng bam-
busy B, Bs, ..., B, wystarczy je Scina¢ tak jak kaze zatozenie indukcyjne z
ta zmiana, ze w dniach, w ktérych powinien by¢ écinany bambus B],_, $cina
sie na zmiane bambusy B,,_; oraz B,. W ten sposéb oba bambusy B,,_1, B,
sg $cinane doktadnie co 2-27%» = 275+ dni. Dowdd indukcyjny stwierdzenia
oraz rozwiazanie zadania zostaly zakonczone.



