LXXVII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego
25 marca 2026 r. (pierwszy dzien zawoddw)

1. Dane sg dodatnie liczby catkowite a, b, n spetniajace warunek
2a = bn. Zbiér {1,2,...,2a} podzielono na n parami roztacznych
zbioréw mocy b. Wykazaé, ze te n zbiorow mozna rozdzieli¢ na dwie
grupy w taki sposob, by zbiory w pierwszej grupie zawieraty tacznie
co najmniej %a— ib elementow niewigkszych od a, a zbiory w drugiej
grupie zawieraly tacznie co najmniej %a — ib elementow wiekszych
od a.

2. Dane sa dodatnie liczby catkowite a i b. Wykaza¢, ze liczba b—1
dzieli sie przez a wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej dodatniej liczby
catkowitej n niewigkszej od % speliona jest réwnos¢
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Uwaga. Symbol |z oznacza najwieksza liczbe catkowita niewieksza
od z.

3. Wykaza¢, ze dla dowolnej dodatniej liczby catkowite] n oraz
dodatnich liczb rzeczywistych x, 2o, ..., x, spetniajacych rownosé
Ty + 29+ ...+ x, = 1 zachodzi nieré6wnosé

2
xf’+x§+...+xi<\/ﬁ(xf—i—:c§+...+:ci) :

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisaé¢ rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podniesé reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejécie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielno$ci pracy w czasie zawoddéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystac¢ z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych
urzadzen elektronicznych.

LXXVII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego
26 marca 2026 r. (drugi dzien zawodéw)

4. Dana jest funkcja f: R — R spelniajaca warunek f(z) = f(1)
dla kazdej liczby rzeczywiste] © # 0. Zalézmy, ze istnieja wielo-
miany P, () o wspotczynnikach rzeczywistych speliajace rownosé
flz) = % dla kazdej liczby rzeczywistej . Wykazaé, ze istnieja
wielomiany R, S o wspotczynnikach rzeczywistych spetniajace row-

1
nosé¢ f(x) = f;gi{“‘; dla kazdej liczby rzeczywistej x # 0.

5. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym AB < AC. Okrag
wpisany w ten trojkat jest styczny do bokéw BC, CA, AB odpo-
wiednio w punktach D, E, F'. Punkty X 1Y leza na prostej E'F', przy
czym proste BX 1 CY sg prostopadte do prostej BC. Punkt M jest
srodkiem odcinka BC'. Prosta symetryczna do BX wzgledem M X
przecina prosta symetryczna do CY wzgledem MY w punkcie Z.

Wykazaé, ze proste ZD i BC' sa prostopadte.

6. Dana jest liczba catkowita n > 2. Wojtek ma w ogrodzie n
bambuséow By, Bs, ..., B,. Bambusy majg state tempa wzrostu —
kazdego dnia bambus B; przyrasta o doktadnie a; metréw (a; > 0).
Przy tym spelniona jest rownos¢ a; + as + ... + a, = 1. Kazdego
dnia o pétnocy Wojtek moze wybrac jednego bambusa i $cia¢ go przy
samej ziemi — Scigty bambus po $cieciu ma wysoko$¢ 0 metréw i nie
przestaje rosng¢ w swoim staltym tempie wzrostu opisanym wyzej.
Na poczatku kazdy bambus ma wysokos¢ 0 metréow. Wykazaé, ze
Wojtek moze tak wybiera¢ bambusy do Scigcia, ze zaden z nich
nigdy nie bedzie wyzszy niz 2 metry.

Informacje dla uczestnika zawodéw

[uny

Czas trwania zawoddéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wytacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisaé¢ rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podniesé reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejécie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielno$ci pracy w czasie zawoddéw lub w trakcie jej
oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawod6éw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych i innych

urzadzen elektronicznych.



