LXXVII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego

1. Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n o nastepujacej wtasno-

Sci: istniejg dodatnia liczba catkowita k oraz liczby pierwsze pi,pa, ..., Pn, q
(niekoniecznie rézne) spetiajace réwnanie
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Autor zadania: Emil Lasocha
Rozwigzanie: Oznaczmy lewsg strone rownania przez L, a prawa przez P. Jesli
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pi = 2 dla pewnego i, to L > 5. Stad P > 3, tj.

T d
2 T @P+1

= @F+1<2 = ((—1)P2<0 < ¢=1.

Sprzecznosé, bo q jest liczba pierwsza.

Wobec tego liczby pi,ps,...,p, sa nieparzystymi liczbami pierwszymi.
Wykazemy, ze ¢ = 2. Zalézmy przeciwnie — liczba ¢ jest nieparzysta. Po
przemnozeniu réwnania przez p1ps - . . pn(q*>+1) otrzymujemy réwnosé, w kto-
rej lewa strona jest parzysta (bo dzieli si¢ przez parzysta liczbe ¢* + 1), a
prawa jest nieparzysta — sprzecznosc¢. Zatem ¢ =21 P = %

Liczba k nie jest podzielna przez zadna z liczb p;, gdyz wtedy L > 1.
Ponadto, p; wystepuje wsrod liczb py, po, ..., p, mniej niz p; razy — w prze-
ciwnym razie L > 1. Rozwazmy wiec liczbe p; i powiedzmy, ze wystepuje
ona wsrod liczb pi,ps, ..., p, dokladnie s razy (mamy wiec 1 < s < p;).
Sprowadzajgc utamki w wyrazeniu
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do wspoélnego mianownika zapisujemy L w postaci utamka, ktérego mianow-
nik dzieli si¢ przez p;, a licznik nie — jest on bowiem sumg liczb podzielnych
przez p; oraz liczby sk - A, gdzie A jest iloczynem liczb pierwszych réznych
od p;. Skadinad wiemy, ze L = P = %, co jest utamkiem zapisanym w postaci
nieskracalnej. Stad wniosek, ze p; jest dzielnikiem piatki, tj. p; = 5.



Wykazalismy wiec, ze p; = 5 dla kazdego i = 1,2,...,n, a zatem L = %”
Dochodzimy do réwnania kn = 2, ktére ma dwa rozwiazania: (k,n) = (1,2)
oraz (k,n) = (2,1). Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze dla n = 1,
k=2 p =5 q¢g=2orazdlan =2 k=1, p = p, =05, ¢ =2 warunki
zadania sa spetnione.

Odpowiedz: Jedyne mozliwe wartosci n to 11 2.

2. Dana jest liczba catkowita n > 2. Zatézmy, ze liczby rzeczywiste aq, as,
..., a, spelniaja nastepujace warunki:

e al+a3+...+a2=n,

1
° Egak<kdlaka2degok:1,2,...,n.

Wykazaé, ze
n
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Autor zadania: Piotr Nayar

Rozwigzanie: 7 zalozen wynika, ze
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dla kazdego k = 1,2, ..., n, przy czym réwnosc¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy ap =k lub a; = % Powyzsza nieré6wnosé jest rownowazna nieréwnosci
k*+1
k

ak>1+ai.

Wobec tego
]:_ ar = Yy (1+aj)=2n.
k=1 k=1

Pozostaje wykazaé¢, ze w powyzszej nierOwnosci nie moze zajsS¢ rOWnNosc.
Drzieje sie tak, gdy dla kazdego k£ mamy a; = k lub a; = %

Zatozmy wiec, ze dla kazdego k£ mamy ar = k lub a; = % Oznaczmy
przez I zbior wskaznikow k > 2, dla ktérych a = % Wowczas zbior I jest



niepusty, bo nalezy do niego n (mamy bowiem n* > n = >} af > a2, a
wiec a, < n). Mamy
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wige liczba Y, _; af nie jest catkowita. Stad Y, _, aj réwniez nie jest catko-
wita. Sprzecznos¢ z zalozeniem, ze ta suma jest roéwna n.

3. Dany jest ostrostup ABCDS o podstawie czworokata wypuktego ABC'D.

Zatézmy, ze dwusieczne katow plaskich BAD, BSD i BC'D maja punkt
wspolny. Wykazaé, ze érodki okregéw wpisanych w trojkaty ABS, BCS,
CDS, DAS leza na jednej ptaszczyznie.

Autor zadania: Michal Kieza

Rozwigzanie: Oznaczmy $rodki okregéw wpisanych w Sciany ABS, BCS,
CDS, DAS kolejno przez I, I, I, I;. Oznaczmy punkt wspélny dwusiecz-
nych katéw ptaskich BAD, BCD, BSD przez X. Punkt X lezy w czesci
wspolnej ptaszczyzn ABC'D i BDS, czyli na prostej BD. Z twierdzenia o
dwusiecznej wynika, ze utamki

BX BA BC BS
XD AD’ CD’ SD
sg rowne. Ich wspolng warto$¢ oznaczymy przez .

Jesli A = 1, to ostrostup ABC' DS jest symetryczny wzgledem plaszezyzny
ACS. W konsekwencji punkt I; jest symetryczny do I wzgledem ACS i
analogicznie I jest symetryczny do I3 wzgledem tej ptaszczyzny. Stad proste
L1, i 1,13 sa réwnolegte (obie sa prostopadte do ptaszezyzny ACS), a wiec
sg zawarte w jednej ptaszczyznie.

Od teraz rozwazamy przypadek A # 1. Mamy

SB  SD
BA DA
Stad i z twierdzenia o dwusiecznej wynika, ze proste Bl; i DI przecinaja

krawedz AS w tym samym punkcie, ktory oznaczymy przez T'. Wykorzystujac
ponownie twierdzenie o dwusiecznej obliczamy

BI, BA

LT AT




1 analogicznie
DIy DA
LT AT
Stad
BI, Tly, BA AT BA
LT I,D AT DA DA
7 twierdzenia Menelaosa zastosowanego do trojkata BT D i prostej I11, wy-
nika wiec, ze prosta [yl przecina prosta BD w takim punkcie Y nielezacym
na odcinku BD, ze % = A\
W pekni analogicznie wykazujemy, ze 513 przecina prosta BD w punkcie
Y nielezacym na odcinku BD spelniajacym réwnosé % = \. To znaczy, ze
punkty Y i Y’ sie pokrywaja.

A

4. Dany jest nieréwnoramienny trojkat ABC wpisany w okrag 2 o érodku
O. Punkt M jest srodkiem tego tuku BC' okregu €2, ktéry nie zawiera punktu
A. Okrag opisany na trojkacie AOM przecina proste AB i AC odpowiednio w
punktach P # AiQ # A. Zalézmy, ze punkty A, B, P leza w tej kolejnosci na
prostej AB, a punkty @, A, C lezg w tej kolejnosci na prostej AC'. Wykazad,
ze symetralna odcinka P(Q) przecina prosta prostopadta do BC' przechodzaca
przez punkt A w punkcie lezacym na okregu €.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie: Niech X # A bedzie takim punktem na €, ze AX | BC.
Zauwazmy, ze <M PQ = 180°—JQAM = S MAC = $PAM = SPQM,

zatem trojkat PQM jest réwnoramienny i PM = QM. Aby wykazac¢ teze

wystarczy zatem udowodnié¢, ze prosta M X jest dwusieczng kata QM P.

Oznaczmy S<BAC = 2o, SCBA = 283 i $ACB = 2~. Woéwczas zachodzi
réownosé a4+~ = 90°, gdyz katy trojkata ABC sumujg sie do 180°. Mamy

IQMP = QAP = 180° — SPAC = 180° — 20 = 28 + 27.



Wystarczy zatem wykazaé, ze $QMX = S + 7. Obliczmy najpierw miary
katow OM X i OM@Q. Mamy

JOMX = 90° %%(XOM —00° — IXAM = 90° — (XBAM — 3BAX) —
=90° — (o — (90° — 283)) = 180° —a — 28 = 90° — 3 +
oraz
JOMQ = 180° — ¥QAO = SOAC = 90° — %%ECOA = 90° — 2.
W takim razie
IQMX = JOMX — SOMQ = 90° — B+ v — (90° — 28) = B + 7,

co konczy dowdd.

5. Dana jest dodatnia liczba catkowita n > 2. Na plaszczyznie zaznaczono
2n punktow Ay, As, ..., A, B, Bs, ..., By, przy czym spelnione sa naste-
pujace dwa warunki:

(i) A;B; > 101 dla kazdego 1 < i < n,

(i) A;B; < 100 dla kazdych 1 < i < j < n.



Wykazaé, ze n < 106,
Autor zadania: Wojciech Nadara

Rozwigzanie: Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnych 1 <@ < 7 < n zachodzi
B;B; > 1. Wynika to z nieréwnosci trojkata, gdyz

Jezeli zatem zdefiniujemy kota K, K, ..., K, o srodkach odpowiednio Bj,

Bs, ..., B,, kazde o promieniu %, to beda one roztaczne.
Zauwazmy ponadto, ze skoro A;B; < 100 dla ¢ = 2,...,n, to kota
Ky, ..., K, mieszczg sie w kole L o $rodku A; i promieniu 100 + % = 2

Stad wniosek, ze P(Ks) + ...+ P(K,) < P(L), gdzie P(C') oznacza pole
kota C. Jako ze L ma 201 razy wiekszy promien niz kazde z kot K, otrzy-
mujemy P(L) = 2012P(K;) dla dowolnego 1 < i < n. Wnioskujemy za-
tem, ze P(L) > P(K,) + ...+ P(K,) = (n — 1)P(K>) = %3 P(L), zatem
n < 2012 4+ 1 = 40402 < 10°, co konczy dowdd.

6. Dana jest liczba catkowita n > 2. Zalézmy, ze dodatnie liczby catkowite
a; < as < ... < ay, spetniaja rownosc¢
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dla pewnych x4, x9, ..., x, € {1,2}. Udowodni¢, ze a; < (271)2i_1 dla kazdego
1=1,2,...,n.
Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie: Mamy a1 < ap 1 rp < 2 dla kazdego k£ = 1,2,...,n. Stad

T 2
—k<—dlak:1,2,...,niw0bectego
Qe aq
1= %gQ_n
1 Yk W

To daje a; < 2n, czyli teze dla ¢ = 1. _

Zalozmy teraz, ze 1 <i < n—1oraza; < (271)2]71 dla kazdego 1 < j < i.
Wykazemy, ze a;11 < (Qn)zi, co na mocy zasady indukcji matematycznej
zakonczy rozwigzanie zadania.



Zauwazmy, ze

Lewa strona powyzszej nieréwnosci jest dodatnig liczba wymierna, ktorag
mozna zapisa¢ w postaci utamka o mianowniku aqas . ..a;. W takim razie
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Z zalozenia indukcyjnego mamy
aias . ..aq; < (Qn) . (2n)2 . (27?,)4 .o (Qn)2i71 — (2n)2¢_1.

W takim razie
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Wobec tego ;41 < (2n)?', co koniczy krok indukeyjny i rozwigzanie zadania.



