LXXVII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodOow stopnia pierwszego

1. Piotrek bawi si¢ kamykami. Poczatkowo ma pusty stos. W i-tym ruchu
jesli moze zabraé ze stosu ¢ kamykow, to to robi, a w przeciwnym razie —
doktada na stos ¢+ kamykéw. W kolejnych ruchach liczby kamykow na stosie
sg wiec rowne: 1, 3, 0, 4, 9, 3, 10, ...

Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 1 o tej wlasnoéci, ze po n ru-
chach na stosie Piotrka nie ma zadnych kamykéow.

Autor zadania: Lukasz Bozyk

Rozwigzanie: Zatézmy, ze po t ruchach stos jest pusty. Udowodnimy przez
indukcje, ze dla kazdego i = 0,1,2,...,t+ 1 po wykonaniu (¢ + 2i + 1)-szego
ruchu stos zawiera t+1—1¢ kamykow. Dla ¢ = 0 jest to prawda — po ¢ ruchach
stos byl pusty, wiec w (¢4 1)-szym ruchu Piotrek musi dotozy¢ t 41 kamykow.
W kroku indukecyjnym zatézmy, ze po t+2i+1 ruchach, gdzie: = 0,1,2,... ¢,
stos zawiera t+1—i kamykow. Poniewaz t+1—i < t+2i+2, wiec w (t+2i+2)-
gim ruchu Piotrek doktada na stos t + 2¢+ 2 kamykoéw. Wowczas stos zawiera
t+1—i+ (t+2i+2) =2t+1i+ 3 kamykéw. (Zauwazmy przy okazji, ze
stos w tym momencie nie jest pusty.) Poniewaz 2t + i+ 3 >t 4 2i + 3, wiec
w (t 4+ 2i + 3)-cim ruchu Piotrek zdejmuje ze stosu ¢ + 2i + 3 kamyki, a na
stosie pozostaje 2t +i+3 — (t +2i+3) =t —i=t+1— (i + 1) kamykéw.
Dowdd indukeyjny zostat zakonczony.

7 powyzszej dyskusji wynika, ze jesli stos byl pusty po t ruchach, to
nastepny moment, w ktérym stos staje sie pusty wystepuje po (3t + 3)-cim
ruchu.

numerruchu‘t‘t-}—l‘t+2‘t+3‘t+4‘t+5‘...‘ 3t ‘3t+1‘3t+2‘3t+3
liczba kamykow | O [ ¢+1|2¢6+3| ¢ [26+4|t—1|...[3t+2] 1 [3t+3] 0

Oznaczmy przez ay liczbe ruchéw, po ktoérej stos staje sie pusty po raz
k-ty. Wowcezas a; = 3 oraz a, = 3ai_1 + 3 dla k > 2. Mamy wiec
3 9
ap + 5 =3ak-1+ 5 =

3 3
5 5 (ak_1+§>:32(ak_2+§):...:
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k+1 _
W takim razie a; = — dla dowolnego k > 1.

k1 _
OdpowiedZ: Liczby postaci —5 gdzie k =1,2,3,...

2. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkt I jest srodkiem okregu wpi-
sanego w ten trojkat. Okrag o przechodzi przez punkt I i jest styczny do
prostej BC'w punkcie C'. Pétprosta BI przecina o w punkcie D # I. Polpro-
sta BA przecina okrag opisany na trojkacie ADI w punkcie E # A lezacym
poza odcinkiem AB. Wykazac, ze proste DE i Al przecinaja si¢ w punkcie
lezacym na o.

Autor zadania: Stanistaw Majchrzak

Rozwigzanie: Oznaczmy $BAC = a i SACB = ~. Punkt I jest $rodkiem
okregu wpisanego w trojkat ABC, wiec Al i CI sa dwusiecznymi katow BAC
i ACB.

Wykorzystujac zalezno$é miedzy katem wpisanym opartym na tuku i ka-
tem dopisanym do tego samego tuku dostajemy $/DC = $ICB = 3. Po-
nadto $EDI = {BAI = %a, gdyz czworokat AIDFE jest wpisany w okrag.

Niech F' bedzie punktem przeciecia prostych Al i DE. Nalezy udowodnic,
ze czworokat DCTF jest wpisany w okrag. W tym celu wystarczy sprawdzi¢,
ze suma przeciwlegtych katow tego czworokata wynosi 180°. Zauwazmy, ze
JCIF = $CIA = 180°— FACI — S1AC = 180° — 1~ — . Z drugiej strony
$FDC = $EDI + 4IDC = ta + 37. Stad $CIF + $FDC = 180°, co
konczy dowdd.




3. Dana jest liczba catkowita n > 1 oraz liczby rzeczywiste x1,xa, ..., Topi1-
Zatézmy, ze x; + x;41 = 0 dla kazdego i = 1,2,...,2n + 1 (przyjmujemy
Tonio = x1). Wykazaé, ze

|ZE1| + |[L‘2| + ...+ |I’2n+1| < (2n + 1)(1’1 + 29+ ... +$2n+1).

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie:
Sposob 1. Okreslmy x9,.1.; = x; dla dowolnego i = 2,3,...,2n + 1. Mamy
dla dowolnego k =1,2,...,2n+ 1

22, = (g + Trg1) — (Thg1 + Trg2) + (Thr2 + Trys) — (Trgs + Tpya) +

+ oo+ (Tongk—2 + Tonik—1) — (Tangk-1 + Tontk) + (Tonik + Tant14k)-

7 nieréwnosci trojkata oraz zatozenia, ze v;+x,.1 > 0dlat=1,2,...,2n+1
otrzymujemy

2lwk| < |2k A Tpga| + | Trgr + Do + o F [ Tongk + Tongrak| =
= |xy + zo| + |2 + 23| + ... F |22 + Toni1| + T2t + 21| =
= (z1+x2) + (w2 + 23) + ... + (T2 + Topt1) + (Tonp +21) =
=2(x1+zo+ ...+ Topi1)-

Wobec tego |zy| < 1 + 22 + ... + X941 dla dowolnego k =1,2,...,2n + 1.
Sumujac te nieréwnosé dla wszystkich k£ = 1,2, ..., 2n+ 1 otrzymujemy teze.

Sposdob 2. Oznaczmy M = max{|xy|,|xa|,. .., |Toni1]|}. WoOWCczas
1| + |z + .o+ T2 S 2n+1) - M
i do zakonczenia rozwigzania wystarczy wykazac, ze
M <2y +x9+ ...+ Topy. ()

Udowodnimy, ze M = x; dla pewnego j. Wprost z definicji M wynika, ze
M = |zg| dla pewnego k. Jesli zx > 0, to mamy postulowana wlasnosé¢ dla
J = k. W przeciwnym razie x; < 01 M = —xy. Z zatozen zadania wiadomo,
ze xy + rp11 = 0, skad otrzymujemy

M > e 2o 2~ =M — M =114

i znéw mamy postulowang wtasnoéé¢ dla j = k + 1.



Bez ograniczenia ogdlnosci rozumowania mozna zatozy¢, ze 7 = 1, tj.
M = x; (mozna w razie potrzeby cyklicznie przesuna¢ indeksy — nie zmienia
to ani zalozen ani tezy zadania). Dodajac do réwnosci 1 = M nieréwnosci
Tot+x3>20, 24 +2520, ..., Top + Topr1 = 0 otrzymujemy nieréwnosé (é),
do ktorej wezesniej sprowadziliSmy teze zadania.

4. Dane sa dodatnie liczby catkowite a, b. Zatézmy, ze liczba a® + ab jest
iloczynem dwoch kolejnych liczb catkowitych. Wykazaé, ze jesli b > 1, to

b>1++vVda+1

oraz wyznaczy¢ wszystkie pary liczb (a,b) speliajace warunki zadania, dla
ktorych w powyzszej nieréwnosci zachodzi réwnosé.
Autor zadania: Emil Lasocha
Rozwigzanie: Zapiszmy a® + ab = a(a + b) = n(n + 1) dla pewnej liczby
catkowitej n. Bez straty ogoélnosci mozna zatozy¢, ze n > 1. Z zalozenia
b > 1 wynika, ze n(n+ 1) = a(a +b) > a(a + 1), a to oznacza, ze n > a, bo
funkcja z — x(z 4 1) jest rosnaca na zbiorze (0, c0).

Zapiszmy n = a + m dla pewnej dodatniej liczby catkowitej m. Wowczas

ala+0b)=(a+m)(a+m+1)
a?> +ab=a®+2am+m?* +a+m
ab—2am —a=m*>+m
alb—2m—1)=m(m+1)
Prawa strona ostatniej rownoéci jest dodatnia, wiec lewa strona tez jest do-

datnia. W konsekwencji b — 2m — 1 > 0, skad b > 2m + 2. Ponadto a jest
dzielnikiem liczby m(m + 1), wiec a < m(m + 1). Wobec tego

1+Via+1<14+Vdmm+1)+1=1+/2m+1)2=1+2m+1) <,

co byto do udowodnienia.

Roéwnos¢ w powyzszej nierownosci zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
w szacowaniach a < m(m + 1) i b > 2m + 2 zachodzi réwnosé, tj. gdy
a=m(m+1)1ib = 2(m+ 1) dla pewnej dodatniej liczby caltkowitej m.
Wyznaczone pary (a,b) w istocie speliaja warunki zadania, bo

ala+b) =m(m+ 1) (m(m +1) +2(m + 1)) = (m* +2m)(m* + 2m + 1).

OdpowiedZ: Pary (a,b) postaci (m(m + 1),2(m + 1)), gdzie m =1,2,3, ...



5. Wyznaczy¢ wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych k, n spetniajacych
rownanie 3 +n® +6 =k(k+ 1)(k+2)...(k+n—1).

Autor zadania: Emil fasocha

Rozwigzanie: Oznaczmy L =38 +n3+61 P =k(k+1)(k+2)...(k+n—1).
Wykazemy, ze jesli n = 1 lub n = 2, to L > P, co oznacza¢ bedzie, ze
w tych przypadkach réwnanie nie ma rozwigzan. W tym celu udowodnimy
przez indukcje, ze 3% > k(k + 1) dla dowolnego k > 1. Baza indukcji jest
jasna, bo 3 > 1-2. W kroku indukcyjnym zalézmy, ze 3* > k(k + 1) dla
pewnego k > 1. Wowczas

31 = 3.3 > 3k(k+1) > (k+ 1)(k+2),

przy czym ostatnie szacowanie wynika z tego, ze 3k > k+ 2 dla k > 1
7 zasady indukcji wynika wiec, ze 3¥ > k(k + 1) dla kazdego k > 1

Od teraz zaktadamy, ze n > 3. P jest iloczynem co najmniej trzech ko-
lejnych liczb catkowitych. Ktéras z nich jest podzielna przez 3, wiec P tez
dzieli sie przez 3. Przez 3 dzielg sie tez liczby 3% i 6, wiec z réwnania wynika,
ze n tez dzieli sie przez 3. Wobec tego n dzieli sie przez 3.

Jeslik=1,toL=n>+91i P =n! Gdy n > 9, to P dzeli sie przez 27,
a L nie (L daje reszte 9 przy dzieleniu przez 27). Zatem n < 9. Dlan = 3
mamy L = 36 1 P = 6. Dla n = 6 liczba L jest nieparzysta, a P parzysta.
Zatem nie ma rozwigzan dla k = 1.

Do rozwazenia pozostat przypadek k& > 2. Wowcezas L nie dzieli sie przez 9
(daje reszte 6 z dzielenia przez 9). Gdy n > 6, to P jest iloczynem co najmniej
szesciu kolejnych liczb catkowitych. Wsrod nich dwie dzielg sie przez 3 1 w
rezultacie P dzieli sie przez 9. Rownanie nie ma wtedy rozwiazan. Zatem
n < 6, tj. n = 3. Mamy wiec L = 3*+33, P = k(k+1)(k+ 2). Bezposrednio
obliczamy L i P dla matych k:

3| 4

k2
L[42]60] 114
P | 2460 | 120
Wykazemy, ze jesli k > 5, to L > P. W tym celu wystarczy udowodnic,
ze 38 > k(k +1)(k +2) dla k > 5. Wykazemy to indukcyjnie. Dla k = 5 jest

to prawda: 3% = 243 > 210 = 5-6- 7. Wykazemy, ze jedli 3F > k(k+1)(k +2)
dla pewnego k > 5, to 3t > (k + 1)(k + 2)(k + 3). Mamy

3 =338 > 3k(k+1)(k+2) > (E+ 1)(k +2)(k +3),

przy czym ostatnia nierownos¢ wynika z szacowania 3k > k+ 3 stusznego dla
k > 5. Dowdd zakonczony.



Odpowiedz: Jedynym rozwigzaniem jest k =n = 3.

6. Dany jest ciag 2025 liczb rzeczywistych, ktérych suma wynosi 0, nieskta-
dajacy sie z samych zer. Bedziemy modyfikowa¢ ten ciag zgodnie z naste-
pujaca procedura. Oznaczamy przez A liczbe dodatnich liczb w tym ciagu,
przez B liczbe ujemnych liczb w tym ciagu, a przez S sume wszystkich dodat-
nich liczb w tym ciggu. Od kazdej dodatniej liczby w tym ciggu odejmujemy
%, a do kazdej ujemnej liczby w ciggu dodajemy %. Otrzymujemy w ten
sposéb nowy ciag 2025 liczb rzeczywistych, do ktérego mozna zastosowac
opisana wyzej procedure ponownie (o ile otrzymany ciag nie sktada sie z sa-
mych zer). Wykazaé, ze po wykonaniu tej procedury pewna skonczong liczbe
razy otrzymamy ciag, w ktérym wartosci bezwzgledne wszystkich wyrazow

P 1
sg mniejsze od 5=

Autor zadania: Daniel Goc

Rozwigzanie: Jesli po wykonaniu pewnej liczby razy procedury otrzymamy
ciag zerowy, to teza jest oczywista. Od teraz bedziemy zaktadaé, ze sukce-
sywne wykonywanie procedury nigdy nie wyzeruje ciggu.

Oznaczmy dodatnie liczby wystepujace w ciagu przez x1, xa, ..., x4. Niech
X bedzie najwigksza z nich i niech S = x1+x2+. . .42 4. Wskutek wykonania
procedury liczba z; zostaje zamieniona na liczbe ) = x; — %. Zauwazmy, ze

S , A-—1 A-1
a:{:xi——ga:i—x—: x; < X

‘ A A A A

oraz
1 A
g = ZZ(%‘ — ) 2~ (=X),
j=1

gdyz i-ty sktadnik sumy jest zerem, a kazdy inny szacuje si¢ z dotu przez
—X. Otrzymane dwie nieréwnosci prowadza do wniosku, ze |z}| < 41X dla
kazdego i = 1,2,..., A.

Wykazemy analogiczne szacowania dla ujemnych liczb w naszym ciggu.
Oznaczmy je przez yi,ys,-..,yp i niech Y bedzie najmniejsza z nich (czyli
najwieksza co do wartosci bezwzglednej). Mamy y; + yo + ... + yp = —5.
Liczba y; zostaje zamieniona na y; = y; + %. Zauwazmy, ze

S v B-—1
YESutpZYiTgT g



oraz 5
1 B -1
== E i — ) < —— - (=Y
y’L BJ:1<y y]) B ( )7

gdyz i-ty sktadnik sumy jest zerem, a kazdy inny szacuje sie z gory przez
—Y. Zatem |yi| < % - (=Y) dla kazdego i = 1,2,..., B.

Oznaczmy teraz M = max(X,—Y), tj. M jest najwieksza z wartosci
bezwzglednych wyrazow poczatkowego ciggu. Mamy

A-1 1 1 2024
1< x-S < (1-—JM="N
ul < =3 ( A) < 2025) 2025

dlat=1,2,..., A oraz

B-1 1 1 2024
I<— (V)< |(1-= | ML (1l-—=—= | M=—=M
vil < —p—=(=Y) ( B) ( 2025) 2025
dlat=1,2,...,B. Wobec tego wykonanie procedury pomniejsza najwicksza

z wartosci bezwzglednych wyrazow ciggu o czynnik nie wiekszy od %.

Niech M oznacza najwicksza z wartosci bezwzglednych wyrazéw ciggu

po wykonaniu procedury k razy. Woéwczas My < %Mk dla kazdego k > 0.

Stad wynika, ze M < (%)k M. Dla dostatecznie duzych k (a konkretnie

dla & > 10gag95/2004(2025My)) zachodzi nieréwnosé (%)k My < 555 Kazde
takie k spetia teze.

7. Odcinek AD jest wysokoscig trojkata ostrokatnego ABC. Punkty E i F
sg rzutami punktu D odpowiednio na proste AB i AC. Punkty K, L, M
sg odpowiednio srodkami odcinkow BD, BC', DC'. Wykaza¢, ze proste E K,
AL, FM przecinaja sie w jednym punkcie.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie:
Sposéb 1. Oznaczmy przeciecie prostych AB 1 DF przez Y, a przeciecie pro-
stych AC'i DFE przez Z. Punkty Y i Z istnieja — z zatozenia kat BAC' nie
jest prosty, wiec ABY}f DF i AC' }f DE.

Odcinki YF i ZFE sa wysokosciami trojkata AY Z. Punkt D jest zatem
ortocentrum tego tréjkata, a stad wynika, ze AD 1 YZ. W konsekwencji
Y Z || BC, gdyz obie proste sa prostopadte do BC'.



Lemat. W dowolnym trapezie niebedacym réwnolegtobokiem proste wyzna-
czone przez ramiona oraz prosta przechodzaca przez srodki podstaw sa wspot-
pekowe.

Dowdod lematu. Rozwazmy trapez ABCD o podstawach AB i CD, w ktérym
proste BC'i AD przecinaja si¢ w punkcie £. Niech K i L beda odpowiednio
srodkami AB i C'D. Z réwnolegtosci AB || CD wynika, ze trojkaty EAB i
EDC sa podobne (cecha kat-kat). Wobec tego

EFA ED
AB  DC’
Drzielac te réwnosé przez 2 otrzymujemy
EFA ED
AK DL’

co wraz z rownoscig katow K AE i1 LDE daje podobienstwo trojkatow AKE
i DLE (cecha bok-kat-bok). Wobec tego SAEK = <$DFEL, wigc punkty
E| L, K sa wspotliniowe.

Wréémy do rozwiazania zadania. Niech X bedzie $rodkiem odcinka Y Z.
Stosujac lemat dla trapezow YZDB,YZCB i Y ZCD otrzymujemy, ze pro-
ste EK, AL i FM przechodzg przez punkt X, co konczy dowdd.

A




Sposdb 2. Na poczatek zauwazmy, ze BK = ;BD 1 BL = 3BC, gdyz K i L
sa odpowiednio srodkami odcinkow BD i BC'. Trojkaty prostokatne BDA,
BED i DEA sa podobne (cecha kat-kat), wiec

AE AE ED AD AD AD?
EB ED EB DB DB DB?

Punkt E lezy na odcinku AB, bo jest spodkiem wysokosci trojkata pro-
stokatnego BDA opuszczonej z wierzcholtka przy kacie prostym. Punkt K
lezy na odcinku BL, bo BK = %BD < %BC = BL. (Stad przy okazji wy-
nika, e KL = BL— BK = {BC' — {BD = 3CD.) Prosta EK przecina dwa
boki trojkata ABL (AB i BL), a zatem przecina przedtuzenie trzeciego boku
lub jest do niego réwnolegta. Wykazemy, ze druga opcja odpada. Trojkaty
BKE i BLA bylyby wtedy podobne. Poniewaz K jest srodkiem przeciwpro-
stokatnej trojkata prostokatnego BDE, wiec BK = KE. Wtedy mieliby$Smy
BL = LA, a skoro BL = LC, punkt L bylby srodkiem okregu opisanego na
trojkacie ABC'. Skoro L lezy na BC', oznaczatoby to, ze kat BAC jest prosty
wbrew zatozeniom zadania.

Zatem proste FK i AL przecinaja sie w punkcie lezacym poza odcinkiem
AL. Oznaczmy ten punkt przez X. Z twierdzenia Menelaosa dla trojkata
ALB i prostej EK wynika, ze

AX AE BK AD* {BD  AD?
XL EB KL BD? iDC  BD-DC’

A

{

W pehi analogicznie dowodzimy, ze prosta F'M przecina AL w punk-

. ’ . . . . s . / cs AX' _ AD?
cie X' lezacym poza odcinkiem AL i spelniajacym réwnos¢ 557 = 5556




Istnieje tylko jeden punkt na prostej AL o opisanych wtasnosciach — stad
X = X', co dowodzi tezy zadania.

8. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Permutacjg nazywamy kazda
réznowartosciowa funkcje f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Dane sa parami
rozne permutacje fi, ..., fy spelniajace nastepujacy warunek: dla dowolnych
(niekoniecznie réznych) indeksow i, j istnieje takie k, ze f; o f; = fi, gdzie o
oznacza ztozenie funkcji. Dla 1 < i < j < n niech Z(i, j) oznacza liczbe tych
indekséw ¢, ze fi(i) > fo(j). Udowodnié, ze

N . o
5 > ZG5) =), ZG.j)
1<i<j<n 1<i<j<n
Autor zadania: Krzysztof Salata

Rozwigzanie: Odnotujmy najpierw, ze réznowartosciowa funkcja ze zbioru
skonczonego w ten sam zbior jest bijekcja, a zatem istnieje do niej funk-

cja odwrotna. Oznaczmy przez X zbior danych permutacji fi, fo, ..., fn-
Wykazemy, ze jesli f € X, to funkcja odwrotna do f, ktora oznaczaé¢ be-
dziemy przez f~1, réwniez nalezy do X. Rozwazmy ciag f, f2, f3, ... (przez

f* oznaczamy k-krotne ztozenie funkcji f, tj. fo fo...o f). Wszystkie wy-
—

k razy
pisane funkcje nalezg do X na mocy zalozen zadania. Na powyzszej liscie
ktéres dwie funkcje sg takie same — istnieje bowiem tylko n! permutacji

zbioru {1,2,...,n}. To oznacza, ze f* = f* dla pewnych k > (. Wtedy
=t =id (symbol id oznacza funkcje 1dentycznosmowa) a stad fF71 jest
funkcjg odwrotna do f, gdyz f o fF=t-1 = fh=t =

Permutacje f nazwiemy (4, j)-zgodna, jeslii < j i f(@) < f(j). Permutacje
f nazwiemy (i, j)-niezgodna, gdy i < j i f(i) > f(j). Liczba Z(i, ) jest wiec
liczba (i, j)-niezgodnych permutacji w zbiorze X. Oznaczmy liczbe (i, j)-
zgodnych permutacji w zbiorze X przez T'(i, j). Kazda permutacja jest (i, j)-
zgodna lub (i, j)-niezgodna, a zatem T'(i,j) + Z(i,7) = N dla dowolnych
1 < j. Lewa strona dowodzonej rownosci jest rowna

—ZN Z(i,7) = ZZZ] 1ZT('L’,]’)Z@
i<j Z<J 2i<j

zatem wystarczy udowodnié, ze

> T(i,)Z6,5) =Y Z(i.j)* (@)

1<J 1<J



Rozwazmy czworki (i, 7, f, g), takie ze 1,5 € {1,2,...,n}1i f,g € X. Zbiér
wszystkich takich czwoérek oznaczmy przez C. Lewa strona réwnosci (O) zlicza
te czworki (i, 7, f,g) € C, w ktérych i < j, f jest (i, j)-zgodna, a g jest (i, j)-
niezgodna. Oznaczmy zbiér tych czwoérek przez L. Prawa strona réwnosci
(V) zlicza te czworki (1,7, f,g) € C, ze 1 < j, a f i g sa (i, j)-niezgodne.
Oznaczmy zbiér tych czwoérek przez P. Wykazemy, ze |L| = |P].

Dla dowolnej czworki (i, 4, f,g) € C zdefiniujmy

(i, 4, f,9) = (9(j), 9(@), fog ' g7).

Powyzszy wzor okresla funkcje z C w C. Wprost z okreslenia ® wynika, ze

(D4, 4, f,9) = (4,4, f, 9)-

Z powyzszej réwnosci wynika w szczegoélnosci, ze @ jest bijekcja.

Niech (i, 4, f,g) € £. Mamy i < j, f(i) < f(j) i g(j) < g(i). Funkcja g~
jest (g(7), g(4))niezgodna, bo g~'(g(j)) = j > i = g~ '(g(i)). Funkcja fog™"
rowniez jest (g(j), g(7))-niezgodna, bo

fog ' (9(h) = flg (g(d) = f() > f(&) = Flg~ " (9(i))) = fog ' (g()).

Stad ®(i,5, f,9) = (9(j),9(i),fog™",g7") € P. Wykazalismy zatem, ze
L] < [P.

Niech teraz (4,7, f,g) € P. Wowczas i < j, f(j) < f(i) 1 g(5) < g(4).
Analogicznie jak w poprzednim akapicie dowodzimy, ze funkcja g~! jest
(9(4), g(i))-niezgodna. Funkcja f o g~ jest (g(4), g(i))-zgodna, bo

fog ' (9(h) = flg (9(d) = f() < f@) = Flg7 (9(0))) = fog ' (g())

Stad ®(i,j, f,9) = (9(j),9(i),f o g~',g7") € L. WykazaliSmy zatem, ze
Pl <L

Z poprzednich dwéch akapitéw otrzymujemy, ze |£| = |P|, co konczy
dowod.



9. Dany jest taki ciag dodatnich liczb catkowitych aq,as,as, ..., ze nie ist-
nieje liczba catkowita d > 1 dzielaca kazda z réznic a,.1 — a, dla n > 1.
Wykazaé¢, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita N, ze suma pewnych
N (niekoniecznie réznych) elementéw tego ciagu jest réwna sumie pewnych
N + 1 (niekoniecznie réznych) elementéw tego ciagu.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie: Ciagg dany w zadaniu nie jest staly, gdyz wtedy kazda réznica
ani1 — a, bylaby zerem, a wiec dzielitaby si¢ przez 2. Niech k bedzie naj-
mniejszym indeksem, dla ktérego ap # ayy1. Zdefiniujmy ciag dyy1, dgio, - - -
wzorem

dn = NWD(CL}C+1 — Ak, 12 — Aft1y- -5 An — an,l).

Jest to dobrze okreslony ciag, bo axy1 —ax # 0. Jest on nierosnacy, bo kazdy
wyraz jest dzielnikiem poprzedniego. W takim razie musi sie stabilizowac, tj.
istnieje ny takie, ze d,, = d,,, dla n > ny — nie istnieje bowiem nieskonczony
malejacy ciag liczb naturalnych. Gdyby d,,, > 1, to otrzymaliby$my sprzecz-
nos¢ z warunkami zadania — liczba d,,, dzielitaby kazda z réznic a, 1 — a,.
Wobec tego d,,, = 1.

Skorzystamy teraz z nastepujacego ogélnego faktu, znanego w literaturze
pod nazwg lemat Bézouta: jesli by, b, ..., by sa takimi liczbami catkowitymi,
ze NWD(by, b, ...,bs) = 1, to istnieja liczby catkowite ¢y, co, . .., ¢s spelnia-
jace roOwnosé

c1by +cobs + ...+ by = 1.
Z powyzszego faktu wynika, ze istnieja liczby caltkowite cgi1,Cri2,.. ., Cng
speliajace rownosé

Chr1(apr1 — ag) + Cpro(pio — Q1) + oo+ Cng(Ang — Apg—1) = 1.

Powyzsza ré6wnos¢ mozna przepisa¢ w postaci

ng
I J—

E caj =1,

Jj=k

gdzie ¢ = —cp1, ¢§ = ¢ —cjpp dlaj = k+ 1Lk+2,...,n0 — 1 oraz
Cry = Cng- Lwréémy uwage na to, ze Z;‘ik ; = 0. Niech A bedzie zbiorem
indekséw j € {k, k+1,...,n9} spetniajacych ¢; > 0, a B — zbiorem indekséw

je{kk+1,...,n}, dla ktérych ¢; < 0. Mamy wéwezas

ZC;'GJ' =1+ Z(—c})aj.

jeA jeB



W powyzszej rownosci wszystkie wspotezynniki stojgce przy liczbach a; sg
dodatnie. Mnozymy te rownos¢ przez a; i otrzymujemy tez¢ zadania dla
N = ZjeA alc;‘ = ZjeB al(_C;‘)'

Uwaga. Lemat Bézouta mozna sformutowaé¢ w nastepujacej ogdlniejszej wer-

sji: jesli by, bo, ..., bs sg liczbami catkowitymi, przy czym nie wszystkie sa
rowne zero, to istniejg liczby catkowite ¢y, co, ..., ¢, speliajace réwnosé
clbl+0262+...+csbs :NWD(bl,bQ,...,bs). (]L)

Dla s = 2 jest to prosta konsekwencja algorytmu Euklidesa, o czym mozna
przeczyta¢ np. w miesieczniku Delta (5/2021, Kacik poczatkujacego olimpij-
czyka 29, str. 25).

Dla s > 3 dowod przebiega przez indukcje. Bez straty ogélnosci mozna

zatozy¢, ze wsrod liczb by, ..., bs_1 jest co najmniej jedna niezerowa. 7 zato-
zenia indukcyjnego wynika, ze istnieja takie liczby caltkowite ¢}, d,, ..., c,_,
ze

Cllbl + C/2b2 + ...+ C;ilbsfl = NWD(bl, bQ, . ,b371>~ (i)

Poniewaz NWD(NWD(by, bs, ..., bs 1),bs) = NWD(by,bo,...,bs), wiec ist-
niejg takie liczby catkowite e, f, ze

GNWD(bl, bg, ceey bs—l) + fbs = I\IVV[)(bl7 bQ, ce ’bs—l, bs)
Wykorzystujac réwnosé (1) otrzymujemy
6<Cllb1 + C/2b2 + ...+ Clsflbs_l) + fbs = NWD(bl, bg, c. ,bs>,

wiec liczby ¢; = ec, dlai = 1,2,...,5s — 11 ¢y = f speliaja (), czyli teze
indukcyjna.

10. Czworokat wypuklty ABCD jest wpisany w okrag. Potproste AB i DC
przecinaja sie w punkcie X. Polproste AD i BC przecinaja sie w punkcie Y.
Punkty I i J sg $rodkami okregéw wpisanych odpowiednio w trojkaty BC' X
i C'DY . Okregi opisane na trojkatach BCX i C DY przecinajg sie ponownie
w punkcie Z # C. Zatézmy, ze CX = CY. Wykazaé, ze Z1 = ZJ.

Autor zadania: Dominik Burek
Rozwigzanie: Korzystajac parokrotnie z faktu, ze w czworokacie wpisanym
w okrag przeciwlegte katy sumuja sie do kata potpelnego, otrzymujemy
J0ZX =180° — $XBC = 4CBA = 180° — SADC = 4CDY =
=180° — 4Y ZC.


https://www.deltami.edu.pl/2021/05/algorytm-euklidesa/
https://www.deltami.edu.pl/2021/05/algorytm-euklidesa/

Zatem punkt Z lezy na odcinku XVY'.
Oznaczmy okregi opisane na tréjkatach BCX i C DY odpowiednio przez
01 1 09, a ich érednice odpowiednio przez d; i dy. Mamy

. cx oYy
C sinCZX  sinYZC

— réwno$é¢ wynika z tego, ze CX = CY oraz $CZX + 1Y ZC = 180°.
Okregi 01 1 09 sg zatem przystajace.

Niech ¢ bedzie dwusieczna kata BC'X. Prosta ¢ jest jednoczesnie dwu-
sieczng kata YCD, gdyz jest to kat wierzchotkowy do BC X . Na prostej £ leza
wiec punkty I i J, gdyz sa srodkami okregéw wpisanych w tréjkaty BC'X
i CDY. Oznaczmy drugi punkt przeciecia ¢ z o, przez U # C' oraz drugi
punkt przeciecia £ z oy przez V # C. Katy ZUC i CV Z sa réwne, bo sa
oparte na wspoélnej cieciwie C'Z w przystajacych okregach oy i 0o (i punkty
U, V leza po réznych stronach prostej C'Z). Wobec tego trojkat UV Z jest
rownoramienny i ZU = ZV.

d1 d2

Ponadto z lematu o trojlisciu, ktory sformulujemy po zakonczeniu roz-
wiazania, wynika ze [U = BU oraz JV = DV. Jednakze BU = DV, bo
okregi o1 i 0o sa przystajace i kat wpisany oparty na cieciwie BU w 0; jest
réwny katowi wpisanemu opartemu na cieciwie DV w o, (kat ten jest rowny
s$BCX = 39YCD). Laczac otrzymane réwnosci dochodzimy do wniosku,
ze IU =JV.

7 cechy przystawania bok-kat-bok wnioskujemy, ze tréjkaty IUZ i JV Z
sg przystajace. Stad wynika, ze ZI = ZJ, co byto do udowodnienia.

Sformutujemy teraz lemat o tréjlisciu.

Lemat o trojlisciu. Punkt I jest Srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC.
Prosta Al przecina okrag opisany na tréjkacie ABC' w punkcie M. Wowczas



MB=MC=MI.
Dowdd lematu o tréjlisciu mozna znalez¢é w wielu zrodtach, np. w gazetce
Olimpiady Matematycznej Junioréw Kwadrat (nr 16, str. 2, Zadanie 7).

11. Dany jest ciag liczb dodatnich ag, ay, ..., a, spelniajacy warunek
a; > apapq dla k = 1,2,...,n — 1. Zalézmy, ze ciag bo, by, ..., b, jest
geometryczny, ma wyrazy dodatnie i spetnia réwnosci

i Qp = i bk oraz i /{ZCLk = i kbk
k=0 k=0 k=0 k=0

Wykazaé, ze

Autor zadania: Piotr Nayar

Rozwigzanie: Oznaczmy ¢, = Z—: dla k = 0,1,...,n. Ciag by, b1, ...,b, jest

geometryczny, wiec spetnia rownosci b2 = by_1bpyy dla k=1,2,...,n — 1.
Zatem z zalozen wynika, ze ciag cg,c1, ..., c, spelnia ¢ > ¢,_1cpy 1 dla kaz-
dego k =1,2,...,n — 1. Jest to réwnowazne nieréwnosciom
Co C1 Cn—2 Cn—1
— < —<...< < .
&1 Co Cn—1 Cn
Niech ¢ bedzie takim indeksem, ze ¢, = max{co,c1,...,c,}. (Jesdli jest

kilka takich, za ¢ bierzemy dowolny z nich.) Wéowczas

Co C1 Cr—1 Cy Cn—2 Cn—1
—< =<1 /<. 2 n

C1 Co Cy Co+1 Cn—1 Cn

skad wynika, ze
o< .. K1 K =Cp1 = ... 2 Cp. (W)

Jesli ¢y < 1, to ¢ < 1 dla kazdego k, czyli ax < b, co jest sprzeczne z
zalozeniem » ) ar = > . _oby. Zatem ¢, > 1. Z nieréwnosci (#) wynika,
ze istniejg ¢ < j o nastepujacej wlasnosci: ¢, > 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
i < k < j, czyli wtedy i tylko wtedy, gdy (k —¢)(k — j) < 0. Wobec tego dla
wszystkich 0 < £ < n mamy

(k—d)(k—j)(cx—1) <0,


https://omj.edu.pl/uploads/attachments/kwadrat-16_p187.pdf

Réwnowaznie: (k% — (1 + j)k +

)ak (k* — (i +j)k +1j)by. Zsumowanie tej
nierownosci stronami dla k 1,.

1
0, ,n prowadzi do

S Kap+ (i4+0)Y kap+if Y an <Y Kb+ i+ 4)Y kbi+ij by
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

co jest roOwnowazne tezie zadania, gdyz z zatozen zadania mamy réwnosci

Zk o kax = Zk o kb 1 Zk 0 Ak = ZZ:o by,

12. Przyjmujemy nastepujace oznaczenie: jesli X i Y sa podzbiorami zbioru
liczb catkowitych, to X +Y oznacza zbiér wszystkich liczb postaci x4y, gdzie
re€XiyeY. Przyjmujemy tez X +Y +Z2=(X+Y)+ Z.

Dane sg niepuste skonczone podzbiory A, B, C' zbioru liczb catkowitych.
Wykazaé, ze

2. |[A+B+C|+1>|A+B|+|B+C|+|C+A|

Autorka zadania: Marta Strzelecka

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby catkowitej « i dowolnego pod-
zbioru X zbioru liczb catkowitych zbiory X i {z}+ X maja tyle samo elemen-
téw. Mozna wiec zatozyé, ze min A = min B = min C' = 0 (zamiast zbior6w
A, B, C rozwazamy zbiory {—min A} + A, {—min B} + B, {—minC} + C).

Oznaczmy max A = a i max B = b. Rozwazmy nastepujace cztery zbiory:

X1 ={a}+B+C)\ {a}
=(A+C)N(—o0,d
Xs=(A+{b}+C)N(a+b,o0)
Xy=A+B
Wszystkie te zbiory sa zawarte w A+ B+ C'. Zbiory X; i X, sg roztaczne,
bo pierwszy jest zawarty w przedziale (a, 00), a drugi w (—oo, a]. Stad wynika,
ze | X1| + | Xa| < |A+ B+ C|. Podobnie, X3 jest zawarty w (a + b, 00), a X4
w (—o00,a+ b], a wiec X3 1 Xy sg roztaczne. Stad | X3|+ | Xy| < |[A+ B+ C|.
Mamy
| Xi|={a}+B+C|—-1=|B+C|—1,
| Xa| +[X3] = [(A+ C) N (—o0,d]| + [(A+ C) N (a,00)] =
=|A+C|,
| X4| =|A+ B.



Wobec tego
2[A+ B+ C| = |Xa| + [ Xo| + [Xa[ + | Xu| = [B+C| -1+ [A+ C|+]A+ B,

co byto do wykazania.



