LXXVII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodOow stopnia pierwszego

1. Piotrek bawi si¢ kamykami. Poczatkowo ma pusty stos. W i-tym ruchu
jesli moze zabraé ze stosu ¢ kamykow, to to robi, a w przeciwnym razie —
doktada na stos ¢+ kamykéw. W kolejnych ruchach liczby kamykow na stosie
sg wiec rowne: 1, 3, 0, 4, 9, 3, 10, ...

Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 1 o tej wlasnoéci, ze po n ru-
chach na stosie Piotrka nie ma zadnych kamykéow.

Autor zadania: Lukasz Bozyk

Rozwigzanie: Zatézmy, ze po t ruchach stos jest pusty. Udowodnimy przez
indukcje, ze dla kazdego i = 0,1,2,...,t+ 1 po wykonaniu (¢ + 2i + 1)-szego
ruchu stos zawiera t+1—1¢ kamykow. Dla ¢ = 0 jest to prawda — po ¢ ruchach
stos byl pusty, wiec w (¢4 1)-szym ruchu Piotrek musi dotozy¢ t 41 kamykow.
W kroku indukecyjnym zatézmy, ze po t+2i+1 ruchach, gdzie: = 0,1,2,... ¢,
stos zawiera t+1—i kamykow. Poniewaz t+1—i < t+2i+2, wiec w (t+2i+2)-
gim ruchu Piotrek doktada na stos t + 2¢+ 2 kamykoéw. Wowczas stos zawiera
t+1—i+ (t+2i+2) =2t+1i+ 3 kamykéw. (Zauwazmy przy okazji, ze
stos w tym momencie nie jest pusty.) Poniewaz 2t + i+ 3 >t 4 2i + 3, wiec
w (t 4+ 2i + 3)-cim ruchu Piotrek zdejmuje ze stosu ¢ + 2i + 3 kamyki, a na
stosie pozostaje 2t +i+3 — (t +2i+3) =t —i=t+1— (i + 1) kamykéw.
Dowdd indukeyjny zostat zakonczony.

7 powyzszej dyskusji wynika, ze jesli stos byl pusty po t ruchach, to
nastepny moment, w ktérym stos staje sie pusty wystepuje po (3t + 3)-cim
ruchu.
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Oznaczmy przez ay liczbe ruchéw, po ktoérej stos staje sie pusty po raz
k-ty. Wowcezas a; = 3 oraz a, = 3ai_1 + 3 dla k > 2. Mamy wiec
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W takim razie a; = — dla dowolnego k > 1.
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OdpowiedZ: Liczby postaci —5 gdzie k =1,2,3,...

2. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkt I jest srodkiem okregu wpi-
sanego w ten trojkat. Okrag o przechodzi przez punkt I i jest styczny do
prostej BC'w punkcie C'. Pétprosta BI przecina o w punkcie D # I. Polpro-
sta BA przecina okrag opisany na trojkacie ADI w punkcie E # A lezacym
poza odcinkiem AB. Wykazac, ze proste DE i Al przecinaja si¢ w punkcie
lezacym na o.

Autor zadania: Stanistaw Majchrzak

Rozwigzanie: Oznaczmy $BAC = a i SACB = ~. Punkt I jest $rodkiem
okregu wpisanego w trojkat ABC, wiec Al i CI sa dwusiecznymi katow BAC
i ACB.

Wykorzystujac zalezno$é miedzy katem wpisanym opartym na tuku i ka-
tem dopisanym do tego samego tuku dostajemy $/DC = $ICB = 3. Po-
nadto $EDI = {BAI = %a, gdyz czworokat AIDFE jest wpisany w okrag.

Niech F' bedzie punktem przeciecia prostych Al i DE. Nalezy udowodnic,
ze czworokat DCTF jest wpisany w okrag. W tym celu wystarczy sprawdzi¢,
ze suma przeciwlegtych katow tego czworokata wynosi 180°. Zauwazmy, ze
JCIF = $CIA = 180°— FACI — S1AC = 180° — 1~ — . Z drugiej strony
$FDC = $EDI + 4IDC = ta + 37. Stad $CIF + $FDC = 180°, co
konczy dowdd.




3. Dana jest liczba catkowita n > 1 oraz liczby rzeczywiste x1,xa, ..., Topi1-
Zatézmy, ze x; + x;41 = 0 dla kazdego i = 1,2,...,2n + 1 (przyjmujemy
Tonio = x1). Wykazaé, ze

|ZE1| + |[L‘2| + ...+ |I’2n+1| < (2n + 1)(1’1 + 29+ ... +$2n+1).

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie:
Sposob 1. Okreslmy x9,.1.; = x; dla dowolnego i = 2,3,...,2n + 1. Mamy
dla dowolnego k =1,2,...,2n+ 1

22, = (g + Trg1) — (Thg1 + Trg2) + (Thr2 + Trys) — (Trgs + Tpya) +

+ oo+ (Tongk—2 + Tonik—1) — (Tangk-1 + Tontk) + (Tonik + Tant14k)-

7 nieréwnosci trojkata oraz zatozenia, ze v;+x,.1 > 0dlat=1,2,...,2n+1
otrzymujemy

2lwk| < |2k A Tpga| + | Trgr + Do + o F [ Tongk + Tongrak| =
= |xy + zo| + |2 + 23| + ... F |22 + Toni1| + T2t + 21| =
= (z1+x2) + (w2 + 23) + ... + (T2 + Topt1) + (Tonp +21) =
=2(x1+zo+ ...+ Topi1)-

Wobec tego |zy| < 1 + 22 + ... + X941 dla dowolnego k =1,2,...,2n + 1.
Sumujac te nieréwnosé dla wszystkich k£ = 1,2, ..., 2n+ 1 otrzymujemy teze.

Sposdob 2. Oznaczmy M = max{|xy|,|xa|,. .., |Toni1]|}. WoOWCczas
1| + |z + .o+ T2 S 2n+1) - M
i do zakonczenia rozwigzania wystarczy wykazac, ze
M <2y +x9+ ...+ Topy. ()

Udowodnimy, ze M = x; dla pewnego j. Wprost z definicji M wynika, ze
M = |zg| dla pewnego k. Jesli zx > 0, to mamy postulowana wlasnosé¢ dla
J = k. W przeciwnym razie x; < 01 M = —xy. Z zatozen zadania wiadomo,
ze xy + rp11 = 0, skad otrzymujemy

M > e 2o 2~ =M — M =114

i znéw mamy postulowang wtasnoéé¢ dla j = k + 1.



Bez ograniczenia ogdlnosci rozumowania mozna zatozy¢, ze 7 = 1, tj.
M = x; (mozna w razie potrzeby cyklicznie przesuna¢ indeksy — nie zmienia
to ani zalozen ani tezy zadania). Dodajac do réwnosci 1 = M nieréwnosci
Tot+x3>20, 24 +2520, ..., Top + Topr1 = 0 otrzymujemy nieréwnosé (é),
do ktorej wezesniej sprowadziliSmy teze zadania.

4. Dane sa dodatnie liczby catkowite a, b. Zatézmy, ze liczba a® + ab jest
iloczynem dwoch kolejnych liczb catkowitych. Wykazaé, ze jesli b > 1, to

b>1++vVda+1

oraz wyznaczy¢ wszystkie pary liczb (a,b) speliajace warunki zadania, dla
ktorych w powyzszej nieréwnosci zachodzi réwnosé.
Autor zadania: Emil Lasocha
Rozwigzanie: Zapiszmy a® + ab = a(a + b) = n(n + 1) dla pewnej liczby
catkowitej n. Bez straty ogoélnosci mozna zatozy¢, ze n > 1. Z zalozenia
b > 1 wynika, ze n(n+ 1) = a(a +b) > a(a + 1), a to oznacza, ze n > a, bo
funkcja z — x(z 4 1) jest rosnaca na zbiorze (0, c0).

Zapiszmy n = a + m dla pewnej dodatniej liczby catkowitej m. Wowczas

ala+0b)=(a+m)(a+m+1)
a?> +ab=a®+2am+m?* +a+m
ab—2am —a=m*>+m
alb—2m—1)=m(m+1)
Prawa strona ostatniej rownoéci jest dodatnia, wiec lewa strona tez jest do-

datnia. W konsekwencji b — 2m — 1 > 0, skad b > 2m + 2. Ponadto a jest
dzielnikiem liczby m(m + 1), wiec a < m(m + 1). Wobec tego

1+Via+1<14+Vdmm+1)+1=1+/2m+1)2=1+2m+1) <,

co byto do udowodnienia.

Roéwnos¢ w powyzszej nierownosci zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
w szacowaniach a < m(m + 1) i b > 2m + 2 zachodzi réwnosé, tj. gdy
a=m(m+1)1ib = 2(m+ 1) dla pewnej dodatniej liczby caltkowitej m.
Wyznaczone pary (a,b) w istocie speliaja warunki zadania, bo

ala+b) =m(m+ 1) (m(m +1) +2(m + 1)) = (m* +2m)(m* + 2m + 1).

OdpowiedZ: Pary (a,b) postaci (m(m + 1),2(m + 1)), gdzie m =1,2,3, ...



