LXXVII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodOow stopnia pierwszego
I seria: do 13 pazdziernika 2025 r.

1. Piotrek bawi si¢ kamykami. Poczatkowo ma pusty stos. W i-tym ruchu
jesli moze zabraé ze stosu ¢ kamykow, to to robi, a w przeciwnym razie —
doktada na stos ¢+ kamykéw. W kolejnych ruchach liczby kamykow na stosie
sg wiec rowne: 1, 3, 0, 4, 9, 3, 10, ...

Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 1 o tej wlasnoéci, ze po n ru-
chach na stosie Piotrka nie ma zadnych kamykéow.

2. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Punkt I jest srodkiem okregu wpi-
sanego w ten tréjkat. Okrag o przechodzi przez punkt [ i jest styczny do
prostej BC' w punkcie C'. Pétprosta BI przecina o w punkcie D # [. Potpro-
sta BA przecina okrag opisany na trojkacie ADI w punkcie E # A lezacym
poza odcinkiem AB. Wykazac, ze proste DE i Al przecinaja sie w punkcie
lezacym na o.

3. Dana jest liczba catkowita n > 1 oraz liczby rzeczywiste x1, xa, ..., Topi1-
Zatézmy, ze x; + x;41 = 0 dla kazdego i = 1,2,...,2n + 1 (przyjmujemy
Tonio = x1). Wykazaé, ze

21| + |22 + .+ 2o | S Cn+ 1) (21 + 22+ ..+ Tona)-

4. Dane s dodatnie liczby calkowite a, b. Zalézmy, ze liczba a? + ab jest
iloczynem dwoch kolejnych liczb catkowitych. Wykazaé, ze jesli b > 1, to

b>1++vda—+1

oraz wyznaczy¢ wszystkie pary liczb (a,b) spetniajace warunki zadania, dla
ktorych w powyzszej nieréwnosci zachodzi r6wnosc.

Rozwigzania powyzszych zadan nalezy — po uprzedniej rejestracji — zamiesci¢ w systemie
internetowym olimpiady dostepnym pod adresem https://om.sem.edu.pl najpdiniej dnia

13 pazdziernika 2025 r.

Rozwigzania przestane w pozZniejszym terminie nie bedg rozpatrywane. Kazde rozwigzanie
nalezy podpisaé na pierwszej jego stronie: imieniem, nazwiskiem, adresem poczty elektro-
nicznej oraz numerem zadania.


https://om.sem.edu.pl
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Zadania konkursowe
zawodOow stopnia pierwszego
IT seria: do 12 listopada 2025 r.

5. Wyznaczy¢ wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych &, n spetniajacych
rownanie 3* +n3 +6 =k(k+1)(k+2)...(k+n—1).

6. Dany jest ciag 2025 liczb rzeczywistych, ktorych suma wynosi 0, nieskta-
dajacy sie z samych zer. Bedziemy modyfikowa¢ ten ciag zgodnie z naste-
pujaca procedura. Oznaczamy przez A liczbe dodatnich liczb w tym ciagu,
przez B liczbe ujemnych liczb w tym ciagu, a przez S sume wszystkich dodat-
nich liczb w tym ciagu. Od kazdej dodatniej liczby w tym ciagu odejmujemy
%, a do kazdej ujemnej liczby w ciggu dodajemy %. Otrzymujemy w ten
sposob nowy cigg 2025 liczb rzeczywistych, do ktérego mozna zastosowac
opisana wyzej procedure ponownie (o ile otrzymany ciag nie sktada sie z sa-
mych zer). Wykazaé, ze po wykonaniu tej procedury pewna skonczona liczbe
razy otrzymamy cigg, w ktorym warto$ci bezwzgledne wszystkich wyrazow

.. 1
sa mniejsze od 555z

7. Odcinek AD jest wysokoscig tréjkata ostrokatnego ABC. Punkty E i F
sg rzutami punktu D odpowiednio na proste AB i AC. Punkty K, L, M
sa odpowiednio srodkami odcinkéw BD, BC, DC. Wykazaé, ze proste E K,
AL, FM przecinajg sie w jednym punkcie.

8. Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Permutacjg nazywamy kazda
réznowartosciowa funkcje f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Dane sa parami
rozne permutacje f1, ..., fx spelniajace nastepujacy warunek: dla dowolnych
(niekoniecznie réznych) indeksow i, j istnieje takie &, ze f; o f; = fi, gdzie o
oznacza ztozenie funkcji. Dla 1 < i < j < n niech Z(i, j) oznacza liczbe tych
indekséw ¢, ze fi(i) > fo(j). Udowodnié, ze

N o .
5' Z Z(laj): Z Z(Z7])2'
1<i<g<sn 1<i<jg<n

Rozwigzania powyzszych zadan nalezy — po uprzedniej rejestracji — zamiescié w systemie
internetowym olimpiady dostepnym pod adresem https://om.sem.edu.pl najpdiniej dnia

12 listopada 2025 r.

Rozwigzania przestane w pozZniejszym terminie nie bedg rozpatrywane. Kazde rozwigzanie
nalezy podpisaé na pierwszej jego stronie: imieniem, nazwiskiem, adresem poczty elektro-
nicznej oraz numerem zadania.
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9. Dany jest taki ciag dodatnich liczb catkowitych aq, as,as, ..., ze nie ist-
nieje liczba catkowita d > 1 dzielaca kazda z roznic a,.1 — a, dlan > 1.
Wykazaé¢, ze istnieje taka dodatnia liczba catkowita N, ze suma pewnych
N (niekoniecznie réznych) elementéw tego ciagu jest réwna sumie pewnych
N + 1 (niekoniecznie r6znych) elementéw tego ciagu.

10. Czworokat wypuklty ABCD jest wpisany w okrag. Potproste AB i DC
przecinaja sie w punkcie X. Polproste AD i BC przecinaja sie w punkcie Y.
Punkty I i J sg srodkami okregéw wpisanych odpowiednio w trojkaty BC'X
i CDY . Okregi opisane na tréjkatach BCX i C DY przecinaja sie ponownie
w punkcie Z # C'. Zatézmy, ze CX = CY. Wykazac, ze Z1 = ZJ.

11. Dany jest cigg liczb dodatnich ag, aq, ..., a, spelniajgcy warunek
a; > appiak—q dla k = 1,2,...,n — 1. Zalézmy, ze ciag bo, by, ..., b, jest
geometryczny, ma wyrazy dodatnie i spetnia réwnosci

Zak Zbk oraz Zn: ka, = ikbk.
k=0 k=0
Wykazaé, ze
> Kap <) Kby
k=0 k=0

12. Przyjmujemy nastepujace oznaczenie: jesli X i Y sa podzbiorami zbioru
liczb catkowitych, to X +Y oznacza zbiér wszystkich liczb postaci x4y, gdzie
re€ XiyeY. Przyjmujemy tez X +Y +Z=(X+Y)+ Z.

Dane sg niepuste skonczone podzbiory A, B, C' zbioru liczb catkowitych.
Wykazaé, ze

2. |[A+B+C|+1>|A+B|+|B+C|+|C+A|.

Rozwigzania powyzszych zadan nalezy — po uprzedniej rejestracji — zamiescic w systemie
internetowym olimpiady dostepnym pod adresem https://om.sem.edu.pl najpdiniej dnia

1 grudnia 2025 r.

Rozwigzania przestane w pozZniejszym terminie nie bedg rozpatrywane. Kazde rozwigzanie
nalezy podpisaé na pierwszej jego stronie: imieniem, nazwiskiem, adresem poczty elektro-
nicznej oraz numerem zadania.
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