LXXVI Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodOow stopnia pierwszego

1. Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = ax? + bx + ¢, ktérej wykres nie
przecina osi odcietych. Wykaza¢, ze

a(2a + 3b+ 6¢) > 0.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie:
Sposob 1. 7 zatozen wynika, ze wyréznik funkeji kwadratowej f jest ujemny,
tj. A =b? — dac < 0. Stad ac > 1b*. Zatem

3
a(2a + 3b + 6¢) = 2a + 3ab + 6ac > 2a* + 3ab + 51)2 =
1

3 1 3
= §a2 + §(a2 + 2ab + b*) = 5(12 + 5(@—1— b)? > 0.

Sposéb 2. 7 zatozen wynika, ze wspotczynnik wiodacy @ ma taki sam znak
jak warto$¢ funkcji f dla dowolnego argumentu. W szczegdlnosci

ac = af(0) > 0,
a(a+2b+4c) =4af (%) > 0,
ala+b+c)=af(l) > 0.

Dodajac stronami powyzsze nieréwnosci otrzymujemy teze.

Sposob 3. Podobnie jak w sposobie drugim wnioskujemy, ze dla dowolnej
liczby rzeczywistej « zachodzi nieréwnosé af(x) > 0. W takim razie

1 1
0</ af(:p)dx:/ a’z? 4 abr + acdr =
0 0

a? ab

= —x3 + ExQ + acx

3

! a2_|_ab+
= — 4+ — +ac.
3 2

=0

Mnozac otrzymana nieréwnos¢ przez 6 otrzymujemy teze.



2. Dany jest prostokat ABC'D wpisany w okrag w o srodku O. Prosta /¢
przechodzi przez O oraz przecina odcinki BC' i AD odpowiednio w punktach
Ei F. Punkty K i L sa punktami przeciecia £ i w, przy czym punkty K, F,
F, L leza w takiej kolejnosci na prostej £. Proste styczne do w w punktach
K i L przecinaja prosta C'D odpowiednio w punktach M i N. Udowodni¢,
ze punkty E, F', M, N leza na jednym okregu.

Autor zadania: Stanistaw Majchrzak

Rozwigzanie:

Sposéb 1. Poniewaz proste KM i LN sa styczne do w, wiec katy OKM i
OLN sa proste. Réwniez katy FCM i NDF sa proste, gdyz ABCD jest
prostokatem. Punkty C'i K leza wiec na okregu o srednicy EM, a punkty D
i L na okregu o $rednicy FIN. Oznaczmy < FNM = . Woéwcezas SFLD = «,
bo katy F'LD i FND sa oparte na tym samym tuku okregu o $rednicy F'N.
Katy DCK i FLD sa przeciwlegltymi katami czworokata wpisanego w okrag,
wiec SDCK = 180° — a. Kat KCM jest przyleglty do kata DCK, wiec
SKCM = o. Katy KEM i KCM sa oparte na tym samym hiku okregu o
$rednicy EM, wiec $KEM = o. Kat MEF jest przylegty do kata KEM,
wiec IMEF = 180° — . Otrzymujemy

IFNM + SMEF = a + (180° — a) = 180°,

co oznacza, ze czworokat EF'N M mozna wpisa¢ w okrag.

-,

Sposob 2. Punkty C' i K leza na okregu o srednicy EM, bo katy EC'M i
M KFE sa proste. Podobnie, punkty C'i L leza na okregu o srednicy EN, bo
katy NCE i ELN sg proste. Mamy SCME = SCKE i $ENC = SELC.
Odcinek KL jest $rednicag okregu w, wiec trojkat C'K L jest prostokatny.



W konsekwencji
90° = 4CKE + SELC = 4OCME + $ENC,

skad wynika, ze SMEN = 90°. Analogicznie dowodzimy, ze <M FN = 90°.
Stad wynika, ze punkty F i F' leza na okregu o srednicy M N, co daje teze.

3. Dana jest dodatnia liczba catkowita n bedaca iloczynem 2024 réznych
liczb pierwszych. Wyznaczy¢ liczbe dodatnich liczb catkowitych k spetniaja-
cych rownosé

n+NWD(n, k) = k.

Autor zadania: Emil Lasocha

Rozwigzanie: Udowodnimy, ze liczba k spelia réwnosé n + NWD(n, k) = k
wtedy i tylko wtedy, gdy £ = n+d dla pewnego dzielnika d liczby n. Z jednej
strony, jesli & = n + NWD(n, k), to k jest postulowanej postaci, bowiem
NWD(n, k) dzieli n. Z drugiej strony, dla dowolnej liczby k postaci n + d,
gdzie d dzieli n, mamy

n+ NWD(n,k) =n+NWD(n,n+d) =n+NWD(n,d) =n+d = k.

To oznacza, ze liczb k spetniajacych rownosé z zadania jest tyle samo ile jest
dzielnikéw liczby n. Poniewaz n jest iloczynem 2024 réznych liczb pierwszych,
wiec ma 22924 dzielnikow.

Odpowied?: 220%,

4. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 2, dla ktérych istnieja takie
liczby catkowite ay, as, ..., a,, ze kazdy ze zbiorow

{ai,as,...,;a,} oraz  {a; + ag,as+as,...,an_1 + an,a, + a1}

zawiera n kolejnych liczb catkowitych.
Autor zadania: tukasz Bozyk
Rozwigzanie: Zaltézmy, ze n spelnia warunki zadania. Wtedy istnieja liczby

catkowite aq, as, ..., a,, a, b, dla ktorych

{ai,as,...;a,} ={a,a+1,a+2,...,a+n—1}



oraz

{a1 + ag, a9 + as,...,apn_1 + an,a, +a1y ={b,b+1,0+2,...,b+n—1}

Wowcezas
2a+n—1
CL1+CL2—|—...—|—an:a+<a+1)+(a+2>+“.+(a+n_1):n( a 2n )
oraz
(a1 +az) + (az+az) + ...+ (an_1 + an) + (an + a1) =
2b4+n—-1
=b+(b+1)+...+(b+n—1):_"( 2” ).

Ale (a1 +a2)+ (az+az)+ ...+ (a1 +a,)+ (an+a1) = 2(a1 +as+. ..+ ay,),
wiee in(2b+n — 1) = n(2a +n — 1), skad n = 2b — 4a + 1. Zatem n jest

liczba nieparzysta.
Ustalmy teraz dowolna liczbe nieparzysta n = 2m + 1 > 3. Polézmy
=1

agiy1 =1+ 1dlai=0,1,2,..., moraz ay; =m-+1+1dlaz ,2,...,m,
tj. liczby ay,as,as, ..., asnmi1 to kolejno
1, m+2, 2 m+3, 3 m+4, 4, ..., 2m+1, m+1.
Wéwcezas liczby ay +asg, as+as, az+ay, . . ., Gopm + G2mi1, Aome1 + a1 to kolejno
m+3, m+4 m+95, ..., 3m+1, 3Im+2, m+ 2.
Zatem
{al,ag,...,agmH}:{1,2,...,2m+1}
oraz

{a1 +as, a0+ as, ..., aom + Gomy1, Gomi1 a1} = {m+2,m+3,...,3m+2},

co $wiadczy o tym, ze liczba n spelnia warunki zadania.

Odpowiedz: Liczby nieparzyste wieksze lub réwne 3.



5. Dane sg dodatnie liczby catkowite a, b, n. Zatézmy, ze liczby a i n sa
parzyste, liczba b jest nieparzysta oraz liczba ab(a + b)"~! jest podzielna
przez a” +b". Udowodni¢, ze istnieje taka liczba pierwsza p, ze liczba a™ + 0"
jest podzielna przez p"*ti.

Autor zadania: Emil fasocha

Rozwigzanie: Niech a = dx, b = dy, gdzie d = NWD(a, b) dla pewnych liczb
catkowitych z, y. Woéwezas NWD(z,y) = 1. Skoro a™ + b" | ab(a + b)"™!, to
" +y" | dey(x +y)" . Zauwazmy, ze NWD(z" + ¢y, x) = NWD(y",z) = 1
i analogicznie NWD(z" 4 y™, y) = 1.

Udowodnimy, ze NWD(z" + y", z + y) = 1. Jesli liczba pierwsza p dzieli
2" +y" oraz x+y, to p > 2, gdyz liczba x+y jest nieparzysta na mocy zatozen
zadania. Mamy 0 = 2" +y" = 2" + (—z)" = 22" (mod p). Stad p | 22", wiec
p | z. Zatem p | (x +y) — x = y, co stoi w sprzecznosci z NWD(z,y) = 1.
Tym samym udowodnilismy, ze liczby =" + y", x + y sa wzglednie pierwsze.

Poniewaz 2" + y" | dzy(z +1y)" ! i liczba 2™ + y" jest wzglednie pierwsza
z kazda z liczb x, y, x4y, wiec 2" +y" | d. Jedli p jest liczba pierwsza dzielaca
" + 4", to p | d, skad liczba a™ + b" = d™(2™ + y") dzieli sie przez p"!.

6. Dane sa dodatnie liczby catkowite k, n oraz podzbiory A, As, ..., A
zbioru {1,2,...,2n}. Powiemy, ze para liczb (z,y) jest dobra, jesli x < y,
z,y € {1,2,...,2n} i istnieje doktadnie jeden indeks i € {1,2,... k}, dla
ktorego doktadnie jedna z liczb x, y nalezy do A;. Wykazac, ze istnieje co naj-
wyzej n? dobrych par.

Autor zadania: Daniel Goc

Rozwigzanie:

Sposdb 1. Dla z € {1,2,...,2n} niech b, oznacza liczbe takich indekséw i, ze
r € A;. Zauwazmy, ze jesli para (z,y) jest dobra, to |b, —b,| = 1. W szcze-
golnosci liczby by, b, sa réznej parzystosci.

Pare (x,y) nazwiemy wspanialg jesli x < y i liczby by, b, sa réznej parzy-
stosci. WykazaliSmy wyzej, ze kazda dobra para jest wspaniata. Wystarczy
udowodnié, ze liczba wspanialych par jest nie wicksza od n?%. Niech ¢ oznacza
liczbe takich elementow x € {1,2,...,2n}, ze 2 | b,. Wtedy istnieje dokladnie
2n — ¢ elementéow x € {1,2,...,2n}, dla ktérych 2 ¢ b,. Liczba wspaniatych
par jest zatem réwna c(2n — c). Nalezy wykazaé, ze c¢(2n — ¢) < n?. Mamy
n? —c(2n —¢) = (n — ¢)* > 0, co koticzy dowdd.

Sposob 2. Dla dowolnego @ = 0,1,..., k niech B; oznacza zbior tych elemen-
tow {1,2,...,2n}, ktore naleza do doktadnie i zbioréw posrod Ay, A, ..., Ay.



Zbiory By, By, ..., By stanowia podzial zbioru {1,2,...,2n}. To oznacza, ze
|Bo| + |B1| + ... + |Bx| = 2n.

Jedli para (z,y) jest dobra, to dla pewnego ¢ € {0,1,...,k — 1} mamy
x € B;iy € By lub vice versa: ©x € By iy € B;. W takim razie liczba
dobrych par szacuje si¢ z gory przez

k—1
T =>|Bi|-|Biul
i=0
Zalézmy, ze B; jest najliczniejszym sposrod zbiordow By, By, ..., By. Korzy-

stajac z szacowan |B;| < |B,| dla dowolnego 0 < i < k oraz z nieréwnosci
miedzy $rednimi otrzymujemy

J—1 k—1
T = Z\B\ \Bz+1\+ZIBI [Bist| < Y IBil- 1Bl + Y IBy| - [Biga| =
i=0 i=j

= [B;l- (ZIBH > 1B !) = [Bj] - (2n = [B)]) <

i=j+1

o (!Bj| + (2n — |Bj|)) 2
~X 2 9

co konczy dowdd.

Uwaga. Moze zdarzy¢ sie, ze dobrych par jest dokladnie n?. Jest tak np. dla
k=2 A ={1,2,3,....n}, Ay ={1,2,3,...,2n}.

7. Okregi 01, 02 0 réwnych promieniach przecinajg sie w punktach A, B.
Punkty C, D, E, F leza w tej kolejnosci na jednej prostej, przy czym C'i E
lezg na oy, a D i F' — na o9. Symetralne odcinkow C'D i EF przecinaja
prostg AB odpowiednio w punktach X i Y. Dowies¢, ze AX = BY.

Autor zadania: Daniel Goc

Rozwigzanie:

Sposob 1. Niech M bedzie srodkiem odcinka AB. Jesli prosta przechodzaca
przez punkty C, D, E, F przechodzi przez M, to M jest srodkiem symetrii
catego rysunku, a teza jest oczywista. Od teraz bedziemy zaktada¢, ze M nie
lezy na prostej C DEF'. Okregi o1, 05 sa symetryczne wzgledem M. Oznaczmy
punkty symetryczne do D, E, I wzgledem M odpowiednio przez D', E', F".



Woéwcezas punkty D', E', F' lezg na prostej réwnolegtej do prostej CDEF,
punkty D', F’ leza na o1, a E' na 0y. Czworokat DED'E’ jest réwnolegtobo-
kiem, a czworokat C ED'F’ trapezem wpisanym w okrag oy, w szczegdlnosci
jest to trapez réwnoramienny. W takim razie czworokat CDE'F’ tez jest
trapezem réwnoramiennym, bo CD || E'F’ i $F'CD = 4CED' = SCDE'.
Wynika stad, ze odcinki CD i E'F’' maja te samag symetralng. W takim
razie symetralna odcinka FF', bedaca odbiciem symetralnej odcinka E’F’
wzgledem punktu M, przecina prostg AB w punkcie symetrycznym do X
wzgledem M. To oznacza, ze punkty X i Y sg symetryczne wzgledem M.
Réwniez punkty A i B sg symetryczne wzgledem M, a wiec odcinki AX i
BY sa symetryczne wzgledem M i w szczegblnosci maja one réwna dlugosé.

Sposob 2. Oznaczmy punkt przeciecia prostej CDEF z prosta AB przez G.
Z twierdzenia o siecznych wynika, ze GC'-GE = GA-GB = GD -GF, zatem

GF GE
GC  GD’
Rozwazmy jednoktadno$¢ j o srodku G i skali —%. 7, powyzszej rownosci
wynika, ze j(C) = F i j(D) = E. Zatem ta jednokladnosé¢ przeksztalca
symetralna odcinka C'D na symetralna odcinka FF'. Przeksztalca tez prosta
AB na samg siebie. Stad j(X) =Y. W szczegbélnosci $DXC = SEY'F.
Oznaczmy srodki okregéw o0, i 0o odpowiednio przez S i T. Z réwnosci
XC = XD, XS = XTiCS = DT wynika, ze trojkaty XCS i XDT sa
przystajace (bok-bok-bok). Analogicznie, YE =Y F,YS =YT i ES = FT,
wiec trojkaty Y ES 1Y FT sa przystajace. Z powyzszych przystawan wynikaja



rownosci $SXC = STXD i $SYE = STYF. Stad

$DXC =94DXS+ $SXC =<4DXS +4TXD =4TXS
oraz

SEYF = SEYT +4TYF = SEYT + 4SYE = 4SYT.

Skoro DXC = $EYF, to 4TXS = ¥SYT. Stad oraz z prostopadtosci
ST 1 XY wynika, ze punkty X i Y sa symetryczne wzgledem prostej ST
Punkty A i B tez sa symetryczne wzgledem tej prostej, wiec AX = BY.

3
A
X

Sposob 3. Niech M bedzie $rodkiem odcinka AB. Teza jest rownowazna temu,
ze M jest srodkiem odcinka XY. Niech S, T' beda odpowiednio srodkami
okregdéw o1, 0o. Umiesémy rysunek w uktadzie wspotrzednych w taki sposob,
by punkty C', D, E, F lezaty na osi odcietych. Oznaczmy odciete punktow C,
D, E F, M, X,Y, S, T odpowiednio przez c, d, e, f, m, x, y, s, t. Poniewaz
punkty X, Y, S, T leza odpowiednio na symetralnych odcinkéw C'D, EF,
CFE, DF, wiec

c+d e+ f c+e y d+ f

SRR A B B N

Tr =

Poniewaz okregi 01, 0o sa przystajace, wiec M jest srodkiem odcinka ST
W takim razie




Prosta XY nie jest prostopadta do prostej CD (w przeciwnym razie syme-
tralna odcinka C'D bytaby réwnolegta do AB, wiec proste te nie przecinatyby
sie). Na prostej XY istnieje zatem tylko jeden punkt o odcietej rownej x—;y i
jest to érodek odcinka XY'. Stad wynika, ze tym srodkiem jest M, co konczy
dowdd.

| Yy
f
i 47
L wu |
C ' D ) : v o
c T sq m. e t vy f o
o :
X

8. Liczby rzeczywiste a, b, ¢, x,y, z speliaja rownosci

a® + 2bc = 2% + 2yz,
b? + 2ca = y* + 2z,
&+ 2ab = 22 + 2uxy.

Wykazaé, ze a® + b* + ¢ = 22 + y* + 22
Autor zadania: Dominik Burek
Rozwigzanie:
Sposob 1. Dodajac stronami dane réwnosci otrzymujemy
(a+b+c)?=(x+y+2)>
Oznaczmy A = a? + 2bc, B = b? + 2ac, C = ¢* + 2ab. Zauwazmy, ze
A% + B? 4+ C* = a* + 4a®be + 4b°¢* + b* 4 dab’c + 4a* P+
+ ¢ + dabc® + 4a*b* =
= (a* + b* + ¢t + 2a%0 + 2b°* + 2c%a?) +
+ 2(a®* + b2c® 4 *a® + 2a*be + 2ab*c + 2abc?) =
= (a® + b + ¢*)* + 2(ab + bc + ca)?



1 analogicznie
A*+ B+ C? = (2® +y° + 2°)° + 2(xy + yz + z2)°.

Oznaczajac D = a>+b*+c2, E = 22 4+9y*+ 2%, F = (a+b+c)? = (z+y+2)?
dostajemy

F— D\?
A2+BQ+02=D2+2< ) 2

1
=-D*— DF + - F?
2 2 + 2
i analogicznie

1
A2+BQ+OZ:SE2—EF+§F2,

skad po odjeciu stronami

0= ;(DQ ~E*)+ F(E—-D) = %(D — E)(3D + 3E — 2F).

Jesli 3D + 3FE — 2F # 0, to z powyzszego dostajemy D = E| czyli teze.

W przeciwnym razie 3D + 3E — 2F = 0. Tymczasem

3D - F=3(a*+V+c)—(a+b+c)*=2(a®+b*+c* —ab—bc—ca) =
=(a—b*+(b—-c)+(c—a)P?=0

i analogicznie

3E—~F=(x—yP’+y—2°+(-27°>0,

przy czym rownosci zachodza wytacznie dla a = b = c i x = y = z. Warunek
3D + 3F — 2F = 0 oznacza zatem, ze a = b=cixz =1y = z. Wtedy jednak

D=3a*=a’>+2bc=2+2yz =32° = E,

co daje teze.

Sposob 2. Dodajac stronami wszystkie trzy rownosci dane w zadaniu otrzy-
mujemy (a+b+c)? = (z+y+2)% W razie potrzeby mozemy zamieni¢ liczby
x,y, z na liczby —x, —y, —z (przy takiej zamianie prawe strony danych trzech
réwnan oraz prawa strona réwnosci z tezy nie zmieniaja sie). Dlatego mozna
zatozyé, ze a+b+c=x+y+ 2.

Poniewaz a + b+ c = x + y + z, wiec

2(a+b+c)t+ 3t* = 2(x +y + 2)t + 3t7, (%)



gdzie t jest dowolna liczba rzeczywista. Dodajac te rownos¢ do réownosci
danych w zadaniu otrzymujemy réwnowaznie

(@a+1)?+200+t)(c+1) = (x+1)* + 2y +t)(z + 1),
b+t +2c+t)(at+t)=(y+t)* +2z+1t)(z+1),
(c+1)2+2a+1t)(b+1) = (z24+1)>+2(x +t)(y +1).

Stad szostka (a,b,c, x,y, z) spelnia zalozenia zadania wtedy i tylko wtedy,
gdy spetnia je szostka (a +t,b+t,c+t,z +t,y+1t,z+1t). Z kolei dodajac
do tezy réwnosé¢ (%) otrzymujemy rownowazna tezie rownosé

(a4 + 0+ +(c+ 1) = (@ +0° + Y+ 1)+ (z+1)"

Zatem aby wykazaé teze zadania dla szostki (a, b, c, x,y, z) wystarczy udo-
wodni¢ ja dla szostki (a+t,b+t, c+t,x+1t,y+t, z+t) dla dogodnie dobranej
liczby t. Wybierzmy ¢t = —3(a+b+c). Wtedy (a+1t)+ (b+1t)+ (c+t) =01
(x+t)+ (y+1t)+ (z+1t) = 0. Wystarczy wiec wykazaé teze przy zalozeniu,
zea+b+c=z4+y+2=0.

Podstawiajac ¢ = —a — b i 2z = —x — y do pierwszych dwoch réwnan
otrzymujemy

a’ —2ab — 20* = 2% — 22y — 297,
b’ — 2ab — 2a® = y* — 2xy — 2%

Odejmujac drugie réwnanie od pierwszego otrzymujemy 3a®—3b? = 322 —3y?,
skad a?—2? = b?>—y?. Dodajac dwukrotnosé drugiego réwnania do pierwszego
otrzymujemy —3a® — 6ab = —32% — 6zy, skad a® — 22 = 2(xy — ab). Stad
wynika, ze
(a® — 2%)(zy + ab) = 2(zy — ab)(zy + ab) = 2(z%y* — a*b?)
= 2(z%? — a*(a* — 2° +9%)) = 2(2* — a?)(a® + o).
Stad
(2% — a*)(2a* + 2y* — xy — ab) = 0.

Drugi nawias jest rowny

(@ 4+ +2°+y*+ (a— b+ (z —y)?),

DO | —

a? +0* +2® +y? —ay —ab=

co jest zerem wylacznie dla a = b = ¢ = y = 0. Jedli nie wszystkie liczby
a,b, z,y sa zerami, to pierwszy nawias musi sie zerowaé, skad a® = 2. Ana-
logicznie dowodzimy, ze b = y? i ¢2 = 22, co daje teze zadania.



Uwaga. Széstka (a,b,c,x,y,z) = (1,5,6,7,3,2) spelia zalozenia zadania.
Zatem z zalozen nie wynika, ze a® = 22, b = % i ¢ = 2%

7 drugiego sposobu rozwigzania wynika parametryzacja wszystkich szo-
stek (a,b,c,x,y,2) spelniajacych zalozenia zadania: sa to széstki postaci
(t+u,t+v,t+w, t+u,t+v,t+w), (t+u,t+v,t+w, —t —u, —t —v, —t —w),
(t+u, t+v,t+w,t—u,t—ov,t—w), (t+u,t+v,t+w, —t+u, —t+v, —t+w),
gdzie t,u, v, w sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi spetliajacymi rownosé
u+v+w=0.

Traktujac a, b, ¢ jako zadane parametry, a x,y, z jako zmienne, mozemy
rozwigza¢ uktad réwnan z zadania. Powyzsza parametryzacja pozwala ob-
liczy¢, ze jedynymi rozwiazaniami sa trojki (z,y,z) = (da,=+b, £c) oraz
(z,y,2) = (£3(—a+2b+ 2c), 1 (2a — b+ 2¢), £ (2a + 2b — ¢)).



