LXXVI Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodOow stopnia pierwszego

1. Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = ax? + bx + ¢, ktérej wykres nie
przecina osi odcietych. Wykaza¢, ze

a(2a + 3b+ 6¢) > 0.

Autor zadania: Dominik Burek

Rozwigzanie:
Sposob 1. 7 zatozen wynika, ze wyréznik funkeji kwadratowej f jest ujemny,
tj. A =b? — dac < 0. Stad ac > 1b*. Zatem

3
a(2a + 3b + 6¢) = 2a + 3ab + 6ac > 2a* + 3ab + 51)2 =
1

3 1 3
= §a2 + §(a2 + 2ab + b*) = 5(12 + 5(@—1— b)? > 0.

Sposéb 2. 7 zatozen wynika, ze wspotczynnik wiodacy @ ma taki sam znak
jak warto$¢ funkcji f dla dowolnego argumentu. W szczegdlnosci

ac = af(0) > 0,
a(a+2b+4c) =4af (%) > 0,
ala+b+c)=af(l) > 0.

Dodajac stronami powyzsze nieréwnosci otrzymujemy teze.

Sposob 3. Podobnie jak w sposobie drugim wnioskujemy, ze dla dowolnej
liczby rzeczywistej « zachodzi nieréwnosé af(x) > 0. W takim razie

1 1
0</ af(:p)dx:/ a’z? 4 abr + acdr =
0 0

a? ab

= —x3 + ExQ + acx

3

! a2_|_ab+
= — 4+ — +ac.
3 2

=0

Mnozac otrzymana nieréwnos¢ przez 6 otrzymujemy teze.



2. Dany jest prostokat ABC'D wpisany w okrag w o srodku O. Prosta /¢
przechodzi przez O oraz przecina odcinki BC' i AD odpowiednio w punktach
Ei F. Punkty K i L sa punktami przeciecia £ i w, przy czym punkty K, F,
F, L leza w takiej kolejnosci na prostej £. Proste styczne do w w punktach
K i L przecinaja prosta C'D odpowiednio w punktach M i N. Udowodni¢,
ze punkty E, F', M, N leza na jednym okregu.

Autor zadania: Stanistaw Majchrzak

Rozwigzanie:

Sposéb 1. Poniewaz proste KM i LN sa styczne do w, wiec katy OKM i
OLN sa proste. Réwniez katy FCM i NDF sa proste, gdyz ABCD jest
prostokatem. Punkty C'i K leza wiec na okregu o srednicy EM, a punkty D
i L na okregu o $rednicy FIN. Oznaczmy < FNM = . Woéwcezas SFLD = «,
bo katy F'LD i FND sa oparte na tym samym tuku okregu o $rednicy F'N.
Katy DCK i FLD sa przeciwlegltymi katami czworokata wpisanego w okrag,
wiec SDCK = 180° — a. Kat KCM jest przyleglty do kata DCK, wiec
SKCM = o. Katy KEM i KCM sa oparte na tym samym hiku okregu o
$rednicy EM, wiec $KEM = o. Kat MEF jest przylegty do kata KEM,
wiec IMEF = 180° — . Otrzymujemy

IFNM + SMEF = a + (180° — a) = 180°,

co oznacza, ze czworokat EF'N M mozna wpisa¢ w okrag.

-,

Sposob 2. Punkty C' i K leza na okregu o srednicy EM, bo katy EC'M i
M KFE sa proste. Podobnie, punkty C'i L leza na okregu o srednicy EN, bo
katy NCE i ELN sg proste. Mamy SCME = SCKE i $ENC = SELC.
Odcinek KL jest $rednicag okregu w, wiec trojkat C'K L jest prostokatny.



W konsekwencji
90° = 4CKE + SELC = 4OCME + $ENC,

skad wynika, ze SMEN = 90°. Analogicznie dowodzimy, ze <M FN = 90°.
Stad wynika, ze punkty F i F' leza na okregu o srednicy M N, co daje teze.

3. Dana jest dodatnia liczba catkowita n bedaca iloczynem 2024 réznych
liczb pierwszych. Wyznaczy¢ liczbe dodatnich liczb catkowitych k spetniaja-
cych rownosé

n+NWD(n, k) = k.

Autor zadania: Emil Lasocha

Rozwigzanie: Udowodnimy, ze liczba k spelia réwnosé n + NWD(n, k) = k
wtedy i tylko wtedy, gdy £ = n+d dla pewnego dzielnika d liczby n. Z jednej
strony, jesli & = n + NWD(n, k), to k jest postulowanej postaci, bowiem
NWD(n, k) dzieli n. Z drugiej strony, dla dowolnej liczby k postaci n + d,
gdzie d dzieli n, mamy

n+ NWD(n,k) =n+NWD(n,n+d) =n+NWD(n,d) =n+d = k.

To oznacza, ze liczb k spetniajacych rownosé z zadania jest tyle samo ile jest
dzielnikéw liczby n. Poniewaz n jest iloczynem 2024 réznych liczb pierwszych,
wiec ma 22924 dzielnikow.

Odpowied?: 220%,

4. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n > 2, dla ktérych istnieja takie
liczby catkowite ay, as, ..., a,, ze kazdy ze zbiorow

{ai,as,...,;a,} oraz  {a; + ag,as+as,...,an_1 + an,a, + a1}

zawiera n kolejnych liczb catkowitych.
Autor zadania: tukasz Bozyk
Rozwigzanie: Zaltézmy, ze n spelnia warunki zadania. Wtedy istnieja liczby

catkowite aq, as, ..., a,, a, b, dla ktorych

{ai,as,...;a,} ={a,a+1,a+2,...,a+n—1}



oraz

{a1 + ag, a9 + as,...,apn_1 + an,a, +a1y ={b,b+1,0+2,...,b+n—1}

Wowcezas
2a+n—1
CL1+CL2—|—...—|—an:a+<a+1)+(a+2>+“.+(a+n_1):n( a 2n )
oraz
(a1 +az) + (az+az) + ...+ (an_1 + an) + (an + a1) =
2b4+n—-1
=b+(b+1)+...+(b+n—1):_"( 2” ).

Ale (a1 +a2)+ (az+az)+ ...+ (a1 +a,)+ (an+a1) = 2(a1 +as+. ..+ ay,),
wiee in(2b+n — 1) = n(2a +n — 1), skad n = 2b — 4a + 1. Zatem n jest
liczba nieparzysta.

Ustalmy teraz dowolng liczbe nieparzysta n = 2m + 1 > 3. Potézmy
agipy1 =1+ 1dlai=0,1,2,.... moraz ag; =m-+i1+1dlat=1,2,... m.
Wéwcezas

{al,ag,...,agmH}:{1,2,...,2m+1}

oraz
{a1 +az, a0+ as, ..., aom + G2y, Gomi1 a1} = {m+2,m+3,...,3m+2},

co $wiadczy o tym, ze liczba n spelnia warunki zadania.

Odpowiedz: Liczby nieparzyste wieksze lub réwne 3.



