
LXVII Olimpiada Matematyczna
Rozwi ֒azania zadań konkursowych

zawodów stopnia trzeciego

6 kwietnia 2016 r. (pierwszy dzień zawodów)

1. Niech p b ֒edzie ustalon ֒a liczb ֒a pierwsz ֒a. Znaleźć wszystkie nie-

ujemne liczby całkowite n, dla których wielomian

W (x) = x4 − 2(n + p)x2 + (n − p)2

może być zapisany w postaci iloczynu dwóch trójmianów kwadrato-

wych o współczynnikach całkowitych.

Rozwi ֒azanie

Załóżmy, że dla pewnych liczb całkowitych a, b, c, A, B, C równość
x4 − 2(n + p)x2 + (n − p)2 = (ax2 + bx + c)(Ax2 + Bx + C)

zachodzi dla każdej liczby x. Po wymnożeniu otrzymujemy
x4 − 2(n + p)x2 + (n − p)2 =

= aAx4 + (aB + bA)x3 + (aC + bB + cA)x2 + (bC + cB)x + cC.
Ponieważ równość zachodzi dla wszystkich liczb x, wie֒c współ-
czynniki przy tych samych pote֒gach zmiennej x po obu stronach
równości musza֒ być takie same, czyli aA = 1, aB + bA = 0,
aC + bB + cA = −2(n + p), bC + cB = 0 i c C = (n− p)2. Liczby a

i A sa֒ całkowite, wie֒c albo a = A = 1, albo a = A = −1. Możemy
przyja֒ć, że a = 1 = A, bo w przeciwnym wypadku możemy zasta֒pić
szóstke֒ a, b, c, A, B, C szóstka֒ −a,−b,−c,−A,−B,−C.
Wobec tego b + B = 0, C − b2 + c = −2(n + p), b(C − c) = 0
oraz cC = (n − p)2, zatem b = 0 lub c = C.
Jeśli b = 0, to B = 0, C + c = −2(n+ p) oraz cC = (n− p)2, wie֒c

(C − c)2 = (C + c)2 − 4Cc = 4(n + p)2 − 4(n − p)2 = 16np. Liczba
16np okazała sie֒ być kwadratem liczby całkowitej, a to oznacza, że
istnieje taka liczba całkowita k, że n = k2p. Wtedy
x4 − 2(n + p)x2 + (n − p)2 = x4 − 2p(k2 + 1)x2 + p2(k2 − 1)2 =
= (x2 − p(k2 + 1))2 − p2((k2 + 1)2 − (k2 − 1)2) =
= (x2 − p(k2 + 1))2 − 4k2p2 = (x2 − p(k + 1)2)(x2 − p(k − 1)2) .

Został do rozpatrzenia jeszcze jeden przypadek: c = C. Mamy
teraz 2c − b2 = −2(n + p) i c2 = (n − p)2, wie֒c c = n − p lub
c = p − n. Sta֒d b2 = 2(c + p + n), wie֒c b2 = 4n lub b2 = 4p. Liczba
4p nie jest kwadratem liczby całkowitej, bo p jest liczba pierwsza֒.
Natomiast liczba 4n jest kwadratem liczby całkowitej wtedy i tylko

wtedy, gdy n = k2 dla pewnej całkowitej liczby k. W tym ostatnim
przypadku zachodzi równość
x4 − 2(n + p)x2 + (n− p)2 = (x2 + 2kx + k2 − p)(x2 − 2kx + k2 − p) .

Reasumuja֒c: wielomian W jest iloczynem dwóch trójmianów kwa-
dratowych wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba całkowita k,
że n = p · k2 lub n = k2. �

3. Dane s
֒
a dodatnie liczby całkowite a i b. Przez f(a, b) oznaczamy

liczb
֒
e takich a–wyrazowych ci ֒agów liczb całkowitych, że suma war-

tości bezwzgl
֒
ednych wyrazów ci

֒
agu nie przekracza b.

Udowodnić, że f(a, b) = f(b, a).
Rozwi ֒azanie

Przyjmijmy dodatkowo, że f(a, 0) = 1 dla każdej liczby całkowitej
a > 0 — to liczba a–elementowych cia֒gów o sumie 0. Zauważmy, że
f(1, b) = 2b+1— cia֒gi jednowyrazowe można wypisać (zob. niżej).
Mamy również f(a, 1) = 2a + 1, bo cia֒gów długości a, w których
liczba ±1 wyste֒puje dokładnie jeden raz jest 2a, do nich dochodzi
cia֒g złożony z samych zer. Wykazaliśmy, że dla każdej liczby całko-
witej c > 0 zachodzi równość f(1, c) = f(c, 1).
Teraz zastosujemy indukcje֒ wzgle֒dem a + b.
Cia֒g a–wyrazowy można otrzymać z cia֒gu (a − 1)–
wyrazowego dopisuja֒c na końcu jedna֒ spośród naste֒puja֒cych
liczb: 0,±1,±2,±3, . . . ,±b, w zależności od tego jaka jest suma
cia֒gu (a − 1)–wyrazowego. Prowadzi to do naste֒puja֒cego wzoru
rekurencyjnego (dla a > 1):
f(a, b) = f(a − 1, b) +
+2

(

f(a−1, b−1)+f(a−1, b−2)+f(a−1, b−3)+. . .+f(a−1, 0)
)

.
Z otrzymanej zależności wynika naste֒puja֒ca równość
f(a, b) = f(a − 1, b) + f(a − 1, b − 1) +

(

f(a − 1, b − 1) +
+ 2

(

f(a − 1, b − 2) + f(a − 1, b − 3) + . . . + f(a − 1, 0)
))

=
= f(a − 1, b) + f(a − 1, b − 1) + f(a, b − 1).
Z ostatniej formuły wynika, że jeśli f(x, y) = f(y, x), gdy
x + y < a + b, to również f(a, b) = f(b, a). �



2. Okr
֒
ag ω o środku I wpisany w czworok

֒
at wypukły ABCD jest

styczny do boku AB w punkcie M , a do boku CD — w punkcie N ,

przy czym <) BAD + <) ADC < 180◦. Na prostej MN wybrano taki

punkt K 6= M , że AK = AM . Dowieść, że prosta ID przechodzi

przez środek odcinka KN .

Rozwi
֒
azanie

Skoro <) BAD + <) ADC < 180◦, to proste AB i CD przecinaja֒ sie֒
w punkcie X leża֒cym po tej samej stronie prostej MN , co punkty
B i C. Ka֒t <) XMN jest ostry (ponieważ jest ka֒tem przy podstawie
trójka֒ta równoramiennego XMN), wie֒c ka֒t <) NMA jest rozwarty.
Sta֒d wynika, że punkt M leży pomie֒dzy punktami K i N .
Z równoramienności trójka֒tów AMK i XMN wynika, że

<) MKA = <) AMK = <) XMN = <) MNX, wobec tego AK ‖ CD.
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Niech Y be֒dzie punktem przecie֒cia prostych AK i DI, zaś
L — punktem styczności odcinka AD z okre֒giem ω. Punkty
K, Y leża֒ na prostej AK po tej samej stronie punktu A,
bo dwusieczna DI→ i półprosta AK→ leża֒ po tej samej stro-
nie prostej AD. Wtedy <) ADY = <) Y DC = <) DY A, bo
DI jest dwusieczna֒ ka֒ta <) ADX i AK ‖ CD. Wobec tego
AY = AD = AL + LD > AL = AM = AK, wie֒c punkt K leży

mie֒dzy punktami A i Y .
Wtedy AL = AM orazDL = DN . Wobec tego zachodza֒ równości

DN = DL = AD − AL = AY − AM = AY − AK = KY .
Oznaczmy punkt przecie֒cia prostych MN i DI przez Z. Trójka֒ty

DNZ i Y KZ sa֒ podobne, bo maja֒ takie same ka֒ty (<) KZY =
<) NZD oraz <) ZDN = <) ZY K). Jednakże DN = KY , wie֒c
trójka֒ty te sa֒ przystaja֒ce. Sta֒d NZ = ZK, co oznacza, że ID

przechodzi przez środek odcinka KN . �
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4. Niech k, n b
֒
ed ֒a liczbami nieparzystymi wi ֒ekszymi od 1. Wykazać,

że jeśli istnieje taka liczba naturalna a, że

(1) k | 2a + 1 oraz n | 2a − 1,

to nie istnieje taka liczba naturalna b, że

(2) n | 2b + 1 oraz k | 2b − 1.
Uwaga: Symbol p | q oznacza, że liczba całkowita p jest dzielnikiem liczby całkowitej q.

Rozwi ֒azanie

Załóżmy, że warunki (1) i (2) sa֒ spełnione jednocześnie. Każdy
wspólny dzielnik liczb k i n dzieli liczbe֒ 2a + 1 − (2a − 1) = 2,
wie֒c k i n — jako nieparzyste — sa֒ wzgle֒dnie pierwsze.
Niech α oznacza najmniejsza֒ dodatnia֒ liczbe֒ całkowita֒, dla któ-
rej k | 2α − 1, zaś β — najmniejsza֒ dodatnia֒ liczbe֒ całkowita֒, dla
której n | 2β − 1. Jeśli µ > 1 jest liczba֒ całkowita֒, to

k | (2α − 1)(2(µ−1)α + 2(µ−2)α + . . . + 2α + 1) = 2µα − 1.
Niech m > 0 be֒dzie liczba֒ całkowita֒, a ̺ — reszta֒ z dziele-
nia m przez ̺: m = µα + ̺, gdzie µ > 0 i 0 6 ̺ < α. Wtedy
k | 2̺(2µα − 1) =2m − 2̺, wie֒c liczby 2̺ i 2m daja֒ te֒ sama֒ reszte֒
z dzielenia przez k. Wynika sta֒d w szczególności równoważność
k | 2m − 1 ⇐⇒ α | m.
Niech c > 0 be֒dzie taka֒ liczba֒ całkowita֒, że a = cα + γ dla
pewnej liczby γ ∈ {0, 1, 2, . . . , α − 1}. Ponieważ k | 2a + 1, wie֒c
k | 2cα+γ − 2γ + 2γ + 1, zatem k | 2γ + 1. Oczywiście γ > 0
i k | 22γ − 1 = (2γ + 1)(2γ − 1), wie֒c α | 2γ 6 2α − 2, czyli α = 2γ.
W taki sam sposób wykazujemy, że jeśli δ jest reszta֒ z dzielenia b

przez β, to β = 2δ i n | 2δ + 1.
Zachodzi równość a = cα+ γ = γ(2c+1). Podobnie b = dβ + δ =

=δ(2d + 1), gdzie d > 0 jest taka֒ liczba֒ całkowita֒, że b = dβ + δ.
Ponieważ n | 2a − 1, wie֒c 2δ = β | a = γ(2c + 1). Widzimy
również, że k | 2b − 1, wie֒c 2γ = α | b = δ(2d + 1). Sta֒d wynika,
że 4γδ | γδ(2c + 1)(2d + 1), zatem 4 | (2c + 1)(2d + 1). Otrzymana
sprzeczność dowodzi, że warunki (1) i (2) nie moga֒ być spełnione
równocześnie . �

5. Dane s
֒
a dodatnie liczby rzeczywiste a < b. Dowieść, że istniej

֒
a

takie dodatnie liczby całkowite p, q, r, s, że a < p

q
< r

s
< b oraz

p2 + q2 = r2 + s2.

Rozwi ֒azanie

Niech x, y be֒da֒ dowolnymi liczbami wymiernymi z przedziału (0, 1).

Wówczas liczby dodatnie

(1) u =
1 − x2

1 + x2
, v =

2x

1 + x2
, w =

1 − y2

1 + y2
, z =

2y

1 + y2

też sa֒ wymierne, a przy tym u2 + v2 = 1, w2 + z2 = 1. Zapiszmy
te cztery liczby wymierne jako ułamki o wspólnym mianowniku:

(2) u =
q

D
, v =

p

D
, w =

s

D
, z =

r

D
.

Widzimy, że p2 + q2 = D2 = r2 + s2; liczby naturalne p, q r, s

spełniaja֒ wie֒c równość, postulowana֒ w treści zadania.
Trzeba jeszcze zadbać o nierówności a < p

q
< r

s
< b, czyli

(3) a <
2x

1 − x2
<

2y

1 − y2
< b.

Środkowa nierówność jest spełniona, gdy x < y. Pozostałe dwie:
ax2 + 2x − a > 0 oraz by2 + 2y − b < 0

sa֒ spełnione (w liczbach dodatnich x, y), odpowiednio, dla

(4) x >

√
1 + a2 − 1

a
= : A oraz y <

√
1 + b2 − 1

b
= : B.

Jasne, że A > 0, B < 1. Ponadto A < B, skoro

A =

√
1+a2−1

a
=

a√
1+a2+1

=
1

√

1
a2 +1+ 1

a

<
1

√

1
b2

+1+ 1
b

=B .

Przedział (A, B) jest wie֒c niepusty i jest zawarty w przedziale (0, 1).
Istnieje wobec tego nieskończenie wiele par ułamków p

q
, r

s
, o ja-

kie chodzi w zadaniu. Wystarczy bowiem wybrać z przedziału
(A, B) dowolne dwie różne liczby wymierne x, y: A < x < y < B;
a naste֒pnie określić liczby wymierne u, v, w, z wzorami (1) i zapisać
je w formie (2); spełniona be֒dzie równość p2 + q2 = r2 + s2 oraz
nierówności (4), wie֒c i nierówność (3), czyli a < p

q
< r

s
< b.

Uwaga. Przedstawione rozumowanie ma wyrazista֒ interpretacje֒
trygonometryczna֒: liczby dodatnie u, v, spełniaja֒ce równanie



u2 + v2 = 1, dadza֒ sie֒ zapisać jako kosinus oraz sinus pewnego ka֒ta
ostrego α. Wzory (1) to wówczas znane ich wyrażenia przez x = tg α

2
.

Dociekliwy czytelnik dostrzeże, że treść zadania wyraża
naste֒puja֒cy fakt algebraiczno–geometryczny: na każdym łuku
okre֒gu o równaniu u2 + v2 = 1 znajduja֒ sie֒ punkty (a nawet nie-
skończenie wiele punktów) o obu współrze֒dnych wymiernych.
Ostatnie stwierdzenie można wywnioskować też z tego, że jeśli

cos α, sin α, cos β i sin β sa֒ liczbami wymiernymi, to liczby
cos(α + β) = cos α cos β − sin α sin β oraz
sin(α + β) = sin α cos β + cos α sin β

sa֒ wymierne. Niech cos αn = n2−1
n2+1
oraz sin αn = 2n

n2+1
dla pewnej

liczby całkowitej n > 0. Wtedy dla każdej liczby całkowitej k > 0
cos(kαn) i sin(kαn) sa֒ wymierne. Dla każdej liczby ǫ > 0 istnieje

taka liczba naturalna n, że
√

(n2−1
n2+1

− 1)2 + ( 2n
n2+1

)2 = 2√
n2+1

< ǫ.
Obroty nie zmieniaja֒ długości odcinków, wie֒c odległość punktów
(cos(kαn), sin(kαn)) i (cos((k + 1)αn), sin((k + 1)αn)), równa odle-
głości punktów (1, 0) i cos(αn, sin(αn), jest mniejsza od 2√

n2+1
, wie֒c

te punkty wyznaczaja֒ łuki oparte na cie֒ciwach o długości mniejszej
niż 2√

n2+1
. �

6. Punkt I jest środkiem okr
֒
egu wpisanego w trójk

֒
at ABC. Prosta

AI przecina prost ֒a BC w punkcie D oraz okr ֒ag opisany na trójk ֒acie

ABC w punkcie S 6= A. Punkt K jest środkiem okr
֒
egu wpisanego w

trójk
֒
at DSB, a punkt L — w trójk

֒
at DSC. Punkt P jest odbiciem

symetrycznym punktu I wzgl
֒
edem prostej KL.

Wykazać, że k
֒
at BPC jest prosty.

Rozwi ֒azanie

Niech X 6= S be֒dzie punktem przecie֒cia prostej SK z okre֒giem opi-
sanym na trójka֒cie ABC. Ponieważ ka֒ty wpisane oparte na łukach
tej samej długości sa֒ równe, prosta AS jest dwusieczna֒ <) BAC,
a prosta KS jest dwusieczna֒ <) ASB, wie֒c

<) BXS = <) BAS = <) SAC = <) SXC oraz <) ISX = <) XSB.
Sta֒d wniosek, że punkty I i B sa֒ symetryczne wzgle֒dem prostej SX.
W szczególności KI = KB. Ponadto, skoro P i I sa֒ symetryczne
wzgle֒dem prostej KL, to KI = KP . Zatem punkty I, B, P leża֒ na
okre֒gu o środku K.
<) IPB = 1

2
<) IKB = <) XKB = 180◦ − <) BKS =

= <) SBK + <) KSB = 1
2
(<) SBD + <) DSB).

Analogicznie dowodzimy, że <) CPI = 1
2
(<) CSD + <) DCS). Ko-

rzystaja֒c z powyższych równości oraz z tego, że suma ka֒tów
wewne֒trznych trójka֒ta BCS wynosi 180◦, otrzymujemy
<) CPB = <) IPB + <) CPI =

= 1
2
(<) SBD + <) DSB + <) CSD + <) DCS) = 1

2
· 180◦ = 90◦. �
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