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1. We wn
֒
etrzu trójk

֒
ata o bokach długości 3, 4, 5 leży punkt P . Wy-

kazać, że jeżeli odległości P od wierzchołków s ֒a wszystkie wymierne,

to odległości P od boków też.

Rozwi
֒
azanie

Trójka֒t można umieścić w prostoka֒tnym układzie współrze֒dnych
tak, by jego wierzchołkami były punkty A = (4, 0), B = (0, 3)
i C = (0, 0) (trójka֒t ABC jest prostoka֒tny, gdyż 32 + 42 = 52).
Niech P = (x, y). Odległość punktu P od wierzchołka A jest równa
√

(x − 4)2 + y2, a ponieważ jest to liczba wymierna, wie֒c również
liczba (x−4)2+y2 jest wymierna. Wymierne sa֒ też liczby x2+(y−3)2

oraz x2 + y2, jako kwadraty odległości od wierzchołków B i C.
Ponieważ różnica liczb wymiernych jest wymierna, wie֒c wy-
mierne sa֒ też obie liczby x2 + y2 −

(

(x − 4)2 + y2
)

= 8x − 16
i x2 + y2−

(

x2 +(y−3)2
)

= 6y−9, zatem również liczby x i y, czyli
odległości od boków BC i AC. Równanie prostej AB wygla֒da tak:
3x + 4y− 12 = 0. Wobec tego odległość punktu P od boku AB jest
równa

|3x + 4y − 12|√
32 + 42

=
|3x + 4y − 12|

5
,

wie֒c też jest liczba֒ wymierna֒ (jako iloraz liczb wymiernych). �

2. W trójk
֒
acie ostrok

֒
atnym ABC dwusieczna k

֒
ata BAC przecina

bok BC w punkcie D. Symetralna odcinka AD przecina okr ֒ag opi-

sany na trójk ֒acie ABC w punktach E i F . Udowodnić, że okr ֒ag

opisany na trójk
֒
acie DEF jest styczny do prostej BC.

Rozwi ֒azanie

Symetria SEF wzgle֒dem prostej EF przekształca trójka֒t AEF na
trójka֒t DEF , wie֒c okra֒g OA opisany na trójka֒cie AEF jest prze-
kształcany przez nia֒ na okra֒g OD opisany na trójka֒cie DEF . Dla
ustalenia uwagi załóżmy, że <) ABC > <) ACB. Niech TA oznacza
styczna֒ do okre֒gu OA w punkcie A. Ka֒t ostry mie֒dzy styczna֒ TA

a cie֒ciwa֒ AB jest równy ka֒towi <) ACB, zatem ostry ewentual-
nie prosty ka֒t ω utworzony przez styczna֒ TA i półprosta֒ AD→

jest równy <) ACB + 1
2
<) CAB. Zachodzi też równość <) BDA =

<) DCA + <) CAD = <) BCA + 1
2
<) CAB (bo ka֒t zewne֒trzny trójka֒ta

jest suma֒ dwóch ka֒tów wewne֒trznych do niego nieprzyległych), wie֒c
ten ka֒t jest równy ka֒towi ω.
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Ponieważ symetria SEF przekształca odcinek AD na odcinek DA,
wie֒c przekształca styczna֒ TA na prosta֒ przechodza֒ca֒ przez punkt D
tworza֒ca֒ z odcinkiem DA ka֒t ω, czyli na prosta֒ BC. Wobec tego
prosta BC jest styczna do okre֒gu OD — obrazu OA w symetrii SEF .
Otrzymaliśmy teze֒. �



Rozwi
֒
azanie drugie

Nie traca֒c ogólności rozważań załóżmy, że AB 6 AC czyli, że
<) ABC ><) BCA. Dalej <) BAD = 1

2
<) BAC < 1

2
<) BAC + <) BCA =

=<) BDA — ka֒t zewne֒trzny trójka֒ta to suma dwóch wewne֒trznych
do niego nieprzyległych. Wobec tego, że naprzeciwko wie֒kszego ka֒ta
w trójka֒cie leży dłuższy, bok mamy AB > BD. Niech M be֒dzie
środkiem dwusiecznej AD. Skoro AB > BD, to ka֒t <) BMD jest
ostry. Sta֒d i z tego, że prosta EF jest symetralna֒ odcinka AD wy-
nika, że punkty B i C leża֒ po jednej stronie prostej EF . Możemy
wie֒c przyja֒ć, że punkt E leży na tym z łuków wyznaczonych przez
punkty A i B, który nie zawiera punktu C, a punkt F — na tym
łuku wyznaczonym przez punkty A i C, który nie zawiera punktu B.
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Oznaczmy ka֒ty trójka֒ta ABC literami: α = <) BAC, β = <) ABC

oraz γ = <) BCA. Czworoka֒t AEDF jest symetryczny wzgle֒dem
prostej EF . Niech ϕ = <) AFE = <) EFD i niech P be֒dzie punktem
wspólnym odcinków AC i DF . Zachodza֒ równości

<) CAF = <) DAF − <) DAC = 90◦ − ϕ − α
2

= β+γ

2
− ϕ .

Ponieważ <) PDC + <) DCP = <) PFA + <) FAP , wie֒c

<) PDC = <) PFA+<) FAP −<) DCP = 2ϕ+ β+γ

2
−ϕ−γ = ϕ+ β−γ

2
.

Mamy <) FAC + <) ACF + <) AFC = 180◦ = <) ABC + <) AFC, wie֒c
<) ACF = <) ABC − <) FAC = β −

(

β+γ

2
− ϕ

)

= ϕ + β−γ

2
.

W takim razie
<) DEF = <) AEF = <) ACF = ϕ + β−γ

2
= <) PDC = <) FDC.

Niech OD be֒dzie okre֒giem opisanym na trójka֒cie EFD. Ponieważ
ka֒t wpisany w okra֒g OD oparty na łuku DF (niezawieraja֒cym
punktu E) jest równy ka֒towi mie֒dzy styczna֒ do tego okre֒gu w punk-

cie D i cie֒ciwa֒ DF , wie֒c prosta BC jest styczna do OD. Zakończy-
liśmy dowód. �

3. Niech Z oznacza zbiór liczb całkowitych. Rozstrzygn ֒ać, czy ist-

nieje funkcja f , która każdej liczbie całkowitej k przypisuje nie-

ujemn ֒a liczb ֒
e całkowit ֒a f(k) i spełnia nast

֒
epuj ֒ace dwa warunki:

• f(0) > 0,

• dla każdej liczby całkowitej k najmniejsza spośród liczb postaci
f(k − l) + f(l), gdzie l ∈ Z, jest równa f(k).

Rozwi
֒
azanie

Udowodnimy, że takiej funkcji nie ma. Przypuśćmy, że f jest
funkcja֒ o podanych własnościach. Niech m be֒dzie jej najmniejsza֒
wartościa֒ (istnieje, bo wartościami funkcji f sa֒ nieujemne liczby cał-
kowite) i niech a be֒dzie liczba֒ o najmniejszej wartości bezwzgle֒dnej,
dla której zachodzi równość f(a) = m. Bez straty ogólności możemy
założyć, że a > 0. W myśl założenia, f(a) to najmniejsza z liczb po-
staci f(l) + f(a − l), wie֒c istnieje b ∈ Z, dla którego zachodzi wzór
(1) m = f(a) = f(b) + f(a − b) > m + m.
Ponieważ m > 0 i m > 2m, wie֒c m = 0, zatem f(a) = 0, przy czym
a > 1 (bo f(0) > 0).
Z określenia liczby a wynika, że
(2) f(k) > 0 dla |k| < a.
Z wzorów (1) i m = 0 otrzymujemy równości f(b) = 0 = f(a − b).
Zauważmy, że liczby b i a−b albo obie leża֒ w przedziale (0, a), albo
obie znajduja֒ sie֒ poza nim. Własność (2) wyklucza pierwsza֒ z tych
możliwości. Funkcja f ma wie֒c ujemne miejsce zerowe. Niech c < 0
be֒dzie jej miejscem zerowym, położonym najbliżej zera. Wobec (2)
mamy f(k) > 0, gdy c < k < a. Z nierówności c < a + c < a

wynika, że f(a + c) > 0. Ale przecież
f(a + c) 6 f(a + c − a) + f(a) = f(c) + f(a) = 0

(przyje֒liśmy k = a + c oraz l = a w warunku z treści zadania).
Otrzymana sprzeczność kończy dowód nieistnienia funkcji o poda-
nych własnościach. �
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4. Dana jest liczba całkowita dodatnia k. Udowodnić, że istnieje

liczba całkowita dodatnia n, dla której zbiory A = {12, 22, 32, . . . }
i B = {12 + n, 22 + n, 32 + n, . . . } maj ֒a dokładnie k wspólnych

elementów.

Rozwi
֒
azanie

Udowodnimy, że np. liczba n = 32k−1 spełnia warunki zadania.
W tym celu należy sprawdzić, że istnieje dokładnie k par liczb całko-
witych dodatnich (a, b), dla których zachodzi wzór a2 = b2 + 32k−1.
Równość 32k−1 = a2 − b2 = (a − b)(a + b) przedstawia rozkład
liczby 32k−1 na iloczyn dwóch czynników, z których pierwszy jest
mniejszy od drugiego. Jest ona wie֒c równoważna temu, że dla pew-

nego l ∈ {0, 1, 2, ..., k − 1} mamy a − b = 3l oraz a + b = 32k−1−l,

czyli a = 1
2

(

32k−1−l + 3l
)

oraz b = 1
2

(

32k−1−l − 3l
)

. Wobec tego

par (a, b) o powyższych własnościach jest dokładnie k. �

5. Czworok
֒
at ABCD jest wpisany w okr

֒
ag. Punkty P i Q leż

֒
a

odpowiednio na półprostych AB→ i AD→, przy czym AP = CD,

AQ = BC. Wykazać, że środek odcinka PQ leży na prostej AC.

Rozwi
֒
azanie

Niech R be֒dzie punktem symetrycznym do punktu P wzgle֒dem
wierzchołka A. Trójka֒ty QAR i BCD sa֒ przystaja֒ce, bo QA = BC,
AR = CD i <) BCD = 180◦ −<) BAD = <) QAR — suma przeciwle-
głych ka֒tów czworoka֒ta wpisanego w okra֒g to 180◦. Sta֒d otrzymu-
jemy równości ka֒tów: <) ARQ = <) CDB = <) CAB (ka֒ty wpisane
oparte na jednym łuku sa֒ równe). Wynika sta֒d, że RQ ‖ AC.
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Prosta AC połowi odcinek PR, wie֒c na mocy twierdzenia Talesa
również odcinek PQ. �



6. W przestrzeni danych jest n zielonych punktów, przy czym

n > 4 i żadne cztery zielone punkty nie leż ֒a na jednej płaszczyźnie.

Niektóre odcinki ł ֒acz ֒ace zielone punkty pomalowano na czerwono.

Liczba czerwonych odcinków jest parzysta. Każde dwa różne zielone

punkty ł ֒aczy pewna łamana złożona z czerwonych odcinków.

Udowodnić, że czerwone odcinki da si
֒
e podzielić na takie pary, że

odcinki z jednej pary maj ֒a wspólny koniec.

Rozwi
֒
azanie

Zauważmy najpierw, że jedynym punktem wspólnym różnych czer-
wonych odcinków może być wspólny koniec (żadne cztery zielone
punkty nie leża֒ na jednej płaszczyźnie). Cyklem nazywać be֒dziemy
taki cia֒g I1, I2, . . . , Ik parami różnych czerwonych odcinków, że
dla j = 1, 2, . . . , k odcinek Ij ła֒czy punktyAj i Aj+1, przy czym
Ak+1 = A1.
Opiszemy operacje֒ zmniejszaja֒ca֒ liczbe֒ cykli utworzonych z czer-
wonych odcinków i zwie֒kszaja֒ca֒ o jeden liczbe֒ zielonych punktów.

Wybieramy dowolny cykl I1, I2, . . . , Ik (jeśli istnieje). Usuwamy
odcinek I1 i dodajemy zielony punkt tak, aby nie leżał na żad-
nej z płaszczyzn wyznaczonych przez trójki pozostałych punktów.
Naste֒pnie nowy zielony punkt ła֒czymy z A1 czerwonym odcinkiem.
Zauważmy, że w ten sposób zmniejszyliśmy liczbe֒ cykli i nie zmie-
niliśmy liczby czerwonych odcinków. Poza tym każde dwa różne,
zielone punkty sa֒ wcia֒ż poła֒czone czerwona֒ łamana֒ (czyli złożona֒
z czerwonych odcinków). Co wie֒cej, jeśli nowe odcinki podzieliliśmy
na pary tak, aby odcinki z pary miały wspólny koniec, to odpowied-
nie „stare” odcinki też miały wspólny koniec.
Powtarzamy te֒ operacje֒, dopóki nie usuniemy wszystkich cykli.
Otrzymany zbiór punktów jest rzecz jasna skończony.
Niech PB1B2 . . . Bk−1BkA be֒dzie łamana֒ złożona֒ z najwie֒kszej
możliwej liczby czerwonych odcinków (ponieważ zlikwidowaliśmy
wszystkie cykle, wie֒c dwa różne punkty ła֒czy dokładnie jedna czer-
wona łamana). Oczywiście, taka łamana musi sie֒ składać z co naj-
mniej dwóch odcinków, gdyż istnieja֒ co najmniej dwa czerwone od-
cinki.
Jeśli istnieje taki zielony punkt C 6= Bk−1, że odcinek BkC jest
czerwony, to ła֒czymy odcinki ABk i BkC w pare֒ i usuwamy oba
ze zbioru czerwonych odcinków (a punkty A i C ze zbioru zielo-
nych punktów). Nowy, mniejszy zbiór spełnia założenia nałożone na

zbiór wyjściowy, gdyż jedynym czerwonym odcinkiem o końcu w A

był ABk, a o końcu w C — odcinek CBk. W przeciwnym razie ist-
niałaby czerwona łamana o pocza֒tku w P złożona z wie֒kszej liczby
odcinków niż PB1B2 . . . Bk−1BkA.
Jeśli z kolei jedynym odcinkiem o końcu w Bk jest BkA, to
ła֒czymy w pare֒ odcinki Bk−1Bk orazBkA i usuwamy je (oraz punkty
Bk i A), otrzymuja֒c w ten sposób mniej liczny zbiór czerwonych
odcinków spełniaja֒cy założenia nałożone na wste֒pie — nie rozerwa-
liśmy żadnej czerwonej łamanej, jedynie skróciliśmy jedna֒ o dwa
odcinki.
Powtarzamy konstrukcje֒ opisana֒ w dwóch poprzednich akapi-
tach, dopóki nie poła֒czymy wszystkich czerwonych odcinków w pary
(ostatecznie zmniejszymy zbiór zielonych punktów do zbioru jedno-
elementowego lub pustego). �


