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Wstep

Obdz Naukowy Olimpiady Matematycznej odbyt sie w dniach 10-22 czerwca
2014 w Mszanie Dolnej, w osrodku ,,Stoneczny”. Kadre obozu stanowili: Do-
minik Burek, Tomasz Cie$la Maciej Gawron, Teodor Jerzak, Tomasz Kobos,
Wojciech Nadara, oraz Michal Zajac.

W dniach 11, 12, 13, 16, 17, 18, 19 i 20 czerwca odbyly sie zawody indywi-
dualne, a 14 i 21 czerwca rozegrane zostaly mecze matematyczne (regulamin
meczu znajduje si¢ na koncu tego zeszytu).

Podczas zawodéw indywidualnych uczestnicy mieli cztery i pét godziny na
rozwigzanie czterech zadan. Mecz matematyczny trwal od wieczora dnia po-
przedniego do popotudnia.

W ramach zawodéw indywidualnych mozna bylo uzyskaé 192 punktéw. Trzy
najlepsze wyniki to 140, 128 i 119 punktow. Punkty uzyskane za poszczegdlne
zadania przedstawia tabela na nastepnej stronie.

Bezposrednio po zakonczeniu obozu, w dniach 22-25 czerwca w Mszanie
Dolnej w oérodku ,,Stoneczny” odbyty sie XIV Czesko-Polsko-Stowackie Zawo-
dy Matematyczne. W dniach 23-24 czerwca kazdy z zawodnikéw rozwiazywal
po trzy zadania, majac na to po cztery i pét godziny.

Niniejszy zeszyt zawiera wszystkie zadania z obozu wraz z rozwiazaniami
oraz zadania z XIV Czesko-Polsko-Stowackich Zawodéw Matematycznych wraz
z rozwiazaniami. Zeszyty z poprzednich Obozéw Naukowych znajduja sie na
stronie internetowej Olimpiady Matematycznej: www.om.sem.edu.pl

Podziekowania. Ponizsza broszura ukazuje sie w roku 2025, czyli po 11 latach
od zakonczenia obozu. Jestem niezmiernie wdzigczny Tomaszowi Ciesli oraz
Michatowi Kiezie za nieoceniona pomoc, bez ktorej dokonczenie broszury nie
bytoby mozliwe.

Kierownik naukowy obozu w roku 2014
Tomasz Kobos



Zadanie

Liczba prac
na 6 punktow

Liczba prac
na 5 punktow

Liczba prac
na 2 punkty

Liczba prac
na 0 punktow

1. 18 0 0 2
2. 13 0 0 7
3. 2 1 0 17
4. 0 1 1 18
d. 16 0 0 4
6. 16 0 1 3
7. 8 0 0 12
8. 1 2 1 16
9. 15 0 0 )
10. 12 2 0 6
11. 0 0 0 20
12. 2 0 1 17
13. 16 2 2 0
14. 6 1 0 13
15. 3 0 6 11
16. 1 1 1 17
17. 9 0 0 11
18. 4 0 0 16
19. 6 0 0 14
20. 1 0 0 19
21. 19 0 0 1
22. 7 0 0 13
23. 8 0 0 12
24. 0 0 0 20
25. 5 0 1 14
26. 14 1 0 )
27. 5 0 0 15
28. 1 0 1 18
29. 16 0 0 4
30. 13 0 2 )
31. 3 2 1 14
32. 3 0 0 17




TresSci zadan

Zawody indywidualne

1. Ciag (an)S2, okreslony jest przez warunki
ay =1, ag, = a, oraz agy1 = (—1)"a, dlan > 1.

Wyznaczyé wartosé
2015

E AnAp42.
n=1

2. Punkt I jest $rodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC, w ktérym
AB > AC. Punkt M jest srodkiem boku BC, a punkt D Srodkiem tego tuku
BC' okregu opisanego na tréjkacie ABC, ktéry zawiera punkt A. Dowiesé, ze
LZADI = /ZIMC.

3. Funkcja f prowadzaca ze zbioru punktéw przestrzeni tréjwymiarowej R3
w ten sam zbiér spetnia warunki:

e dla dowolnych dwéch punktéw A, B € R? odlegloéé pomiedzy punktami
f(A) i f(B) jest réwna odleglosci pomiedzy A i B,

e istnieje taka liczba naturalna n, ze dla dowolnego punktu A spelniony jest
warunek f(™(A) = A (gdzie f oznacza n-krotne zlozenie funkcji f)

Wrykazaé, ze istnieje punkt A € R3 taki, ze f(A4) = A.

4. Udowodnié, ze liczba

V10072 + 14 /10082 + 1 + ... 4+ /20142 + 1

jest niewymierna.

5. Udowodnié¢, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n liczba
n n n
3]+ 5]+ 5]+ vl

jest parzysta.

6. Okrag o o érodku w punkcie O jest opisany na ostrokatnym tréjka-
cie ABC. Okrag o1 jest styczny do o w punkcie A oraz do prostej BC' w punk-
cie D. Okrag o1 przecina proste AB i AC' odpowiednio w punktach E i F.



Punkty A; i F; sa odpowiednio odbiciami symetrycznymi punktéw A i E
wzgledem $rodka okregu o;. Punkt H jest przecieciem prostych BO i A;Fj.
Dowiesé, ze DF? = AF - E1H.

7. Dana jest liczba catkowita dodatnia n i liczby rzeczywiste aq, as, ..., an,
b1,ba, ..., b, spelniajace warunek

(a3 +ad+...+a2 —1) (b +b34...+b2 —1) > (a1by +agby + ...+ apb, —1)%

Wykazaé, ze af + a3 + ...+ a2 > 1.

8. Dane sa liczby catkowite dodatnie m > n oraz n-wierzchotkowy graf
G o m krawedziach. Dla liczby calkowitej k > 3 niech Cj oznacza liczbe k-
elementowych cykli prostych w grafie G. Udowodnié, ze

n k
gck-(;) > 1.

9. Dla danej liczby catkowitej dodatniej n > 1 oraz liczb rzeczywistych
ai,as, ..., a, rozwazmy wielomiany f i g zadane jako

n n
f(z) = Zakmk oraz g(x) = Z Qkai 1xk dla z € R.
k=1 k=1
Udowodnié, ze jezeli liczby 11 271! sg pierwiastkami g, to f posiada pierwiastek
w przedziale (0,2").

10. Niech S oznacza zbiér liczb catkowitych dodatnich, ktére nie sa kwadra-
tami liczb calkowitych. Dla danej liczby n € S rozwazamy wszystkie wybory
liczb catkowitych n < a; < as < ... < a,, dla ktérych liczba n-a;-as-...-a, jest
kwadratem liczby catkowitej. Niech f(n) oznacza najmniejsza mozliwa liczbe
ar, ktora pojawia sie w tego typu wyborach. Dowies¢, ze funkcja f, prowadzaca
z S w zbidr liczb naturalnych, jest réznowartosciowa.

Przyklad: liczba 2 - 3 - 6 jest kwadratem liczby catkowitej, ale zadna z liczb
2-3,2-4,2-5,2-3-4,2-3-5,2-4-5,2-3-4-5 nim nie jest, a zatem f(2) = 6.

11. W rzedy tablicy 2™ x n wpisano wszystkie mozliwe ciagi o wyrazach ze
zbioru {—1,1}. Wymazano nastepnie niektore liczby z tablicy i zastapiono je
przez 0. Wykazaé, ze z tablicy mozna wykresli¢ pewne k rzedéw (0 < k < 2™),
tak aby w otrzymanej tablicy (2" —k) xn suma w kazdej kolumnie byta réwna 0.



12. Dany jest trojkat ABC. Punkt M jest érodkiem boku BC, a punkt
D érodkiem tego tuku BC' okregu opisanego na trojkacie ABC, ktéry zawiera
punkt A. Punkty I, I> to srodki okregéw wpisanych odpowiednio w tréjkaty
AM B, AMC. Udowodnié, ze punkty A, D, Iy, I leza na jednym okregu.

13. Wyznaczy¢ wszystkie liczby ztozone n, ktorych wszystkie dzielniki wiek-
sze od 1 mozna ustawi¢ na okregu w taki sposéb, aby dowolne dwa sgsiadujace
dzielniki nie byly wzglednie pierwsze.

14. Dana jest rodzina podzbioréw F zbioru {1,2,...,n} spelniajaca naste-
pujace warunki:

o jezeli S,8" € F,to SUS' € Foraz SNS’' € F,

e jezeli ) # S € F, to istnieje podzbiér T C S taki, ze T € F oraz T
zawiera dokladnie jeden element mniej niz S.

Niech f : F — R bedzie funkcja taka, ze f(0) = 0 oraz
f(SUS) = f(S)+ f(S") — f(SNS) dla dowolnych S, S’ € F.

Orzec, czy istnieja liczby rzeczywiste fi, fo, ..., fn takie, ze f(S) = > .cq fi
dla dowolnego S € F.

15. Czworokat wypukly ABCD jest opisany na okregu, ktéry jest styczny
do bokéw AB, BC, CD, DA odpowiednio w punktach K, L, M, N. Okre-
gi wy, we, w3, wy s wpisane odpowiednio w tréjkaty ANK, BKL, CLM,
DMN. Niech ¢y, {3, €3, €4 beda stycznymi zewnetrznymi odpowiednio do par
okregow (w1,w2), (w2, ws), (ws,ws), (w4, w1), ktoére sa rézne od bokéw czwo-
rokata ABC'D. Udowodnié, ze czworokat ograniczony przez proste {1, o, l3, {4
jest rombem.

16. Wyznaczy¢ wszystkie pary wielomianéw (P, Q) o wspdlczynnikach rze-
czywistych, ktore dla dowolnego x € R spelniaja warunek

P(x)Q(z+1)— Pz +1)Q(z) = 1.

17. Punkt D lezy na tym tuku AB okregu opisanego na tréjkacie ABC,
ktéry nie zawiera punktu C. Punkty P i @) sa rzutami prostokatnymi D od-
powiednio na boki AB i AC, zas M i N to odpowiednio érodki odcinkéw BC
i PQ. Wykazaé, ze proste DN i M N sa prostopadle.



18. Dana jest liczba pierwsza p > 2. Udowodnié, ze istnieje taka liczba
catkowita 0 < a < ,/p+ 1, ze dla dowolnej liczby catkowitej x liczba z2 — a nie
dzieli sie przez p.

19. Dany jest ciag (an)52 liczb dodatnich. Dowiesé, ze dla nieskonczenie
wielu liczb calkowitych dodatnich n zachodzi nieréwnosé 1 + ay, > an_1 V/2.

20. W wierzchotkach 2n-kata foremnego zostaly wpisane liczby ze zbio-
ru {0,1}, przy czym kazdej z nich uzyto doktadnie n razy. Mozemy wykonaé
jeden obroét catego ukladu wpisanych liczb o kat bedacy catkowita wielokrotno-
Scig 7 i liczbe wpisana w kazdym wierzcholtku zastapi¢ iloczynem liczb przed
i po obrocie. Wyznaczy¢ najwieksza stala a > 0 o nastepujacej wlasnosci: dla
dowolnej liczby naturalnej n oraz dla dowolnego poczatkowego wpisania liczb
w wierzchotki 2n-kata istnieje obrét, po ktérym w co najmniej an wierzchot-
kach wielokata znajduje sie liczba 0.

21. Niech E bedzie suma mnogo$ciowa pewnej skonczonej liczby kot otwar-
tych na plaszczyznie. Udowodnié, ze z tych kot mozna wybraé parami roztaczne
kota K1, Ky, ..., K, takie, ze

EC 03Ki,

i=1

gdzie jezeli K jest kolem otwartym o srodku S i promieniu 7, to 3K jest kolem
otwartym o srodku S i promieniu 3r.

22. Dowie$é¢, ze zbior rozwiazan nieréwnosci

Vg 2013

> -
Z r—k 2
k=1

jest suma roztacznych przedzialéw o tacznej dltugosci réwnej 2014.

23. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD. Punkty E i F to
odpowiednio punkty przeciecia prostych AC z BD oraz AD z BC. Okregi
opisane na tréjkatach ADE 1 BCE przecinaja sie¢ w punkcie G # E. Wykazad,
ze /AFE = /GFB.

24. Dany jest ciag (F,)22; zadany poprzez warunki F; = Fy, = 1 oraz
Foio = F, + F,4+1 dla n > 1. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb catkowitych
dodatnich a, k istnieje liczba calkowita dodatnia n taka, ze F},, = a (mod 5%).



25. Dla danej liczby catkowitej dodatniej n niech p(n) oznacza liczbe liczb

w przedziale [1,n], ktére mozna przedstawié w postaci a* dla pewnej liczby

naturalnej a oraz liczby catkowitej k > 2. Dowiesé, ze dla nieskonczenie wielu n,
n

liczba —*~ jest caltkowita.
p(n)

26. Dany jest wielokat wypukly W oraz punkt P w jego wnetrzu o naste-
pujacej wlasnosci: dowolna prosta przechodzaca przez P dzieli obwdéd W na
dwie rowne czesci. Udowodnié, ze wielokat W jest srodkowosymetryczny.

27. Dana jest n-wymiarowa szachownica o wymiarach k x k x ... x k. Na
niektérych jej polach stoja wieze. Méwimy, ze dwie wieze sie bija, gdy stoja na
polach, ktére maja wspdlng pewna wspélrzedna. Udowodnié, ze dla dowolnej
liczby catkowitej nieujemnej s, sposréd sk™ 1 + 1 wiez na szachownicy mozna
wybraé¢ s + 1, z ktérych zadne dwie si¢ nie bija.

28. Wykazaé, ze dla dowolnej funkcji f : R — R istnieja liczby rzeczywiste
x, y takie, ze

fx—f(y)>yf(z)+

29. Dany jest skonczony zbiér os6b S o nastepujacej wlasnosci: dowolne
dwie osoby o tej samej liczbie znajomych w S nie maja wspolnych znajomych
w S. Udowodnié, ze jezeli w S istnieje osoba, ktéra ma przynajmniej jednego
znajomego, to w S istnieje réwniez osoba, ktéra posiada dokladnie jednego
znajomego.

30. Dane sg liczby calkowite dodatnie a, b, ¢, dla ktérych liczba a? — be jest
kwadratem liczby catkowitej. Wykazaé, ze liczba 2a + b + ¢ jest zlozona.

31. Dana jest liczba rzeczywista a > 3 i wielomian P stopnia n o wspotczyn-
nikach rzeczywistych. Wykazaé, ze dla pewnej liczby catkowitej 0 < i< n+1
zachodzi nieréwnosé |a* — P(i)] > 1.

32. Punkt P nalezy do tego luku BC' okregu opisanego na tréjkacie ABC),
do ktérego nie nalezy punkt A. Punkty I, I sa srodkami okregéw wpisanych
odpowiednio w tréjkaty PAB i PAC. Dowie$é, ze przy ustalonych punktach A,
B, C i zmieniajacym si¢ punkcie P, okregi opisane na tréjkatach PI;I; maja
punkt wspdlny.



Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n liczba n” + 7
nie jest kwadratem liczby catkowite;j.

2. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n liczba
10" 410" 410" — 1

jest ztozona.

3. Rozstrzygnaé, czy istnieje nieskonczony zbiér S liczb calkowitych do-
datnich o nastepujacej wlasnoéci: dla dowolnych liczb a,b € S takich, ze a # b
liczba a+b nie posiada dzielnika bedacego kwadratem liczby catkowitej wickszej
od 1.

4. W tablicy
a1 ai2 a1.3
a1 dagz2 23
as1 asgz2 33

takiej, ze a;; € N dla (i,j) € N2, kazda liczba calkowita dodatnia wystepu-
je dokladnie 2014 razy. Dowieéé, ze dla pewnej pary (m,n) € N? zachodzi
nieré6wnosé a, , > mn.

5. Udowodni¢, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢, d > 0 prawdziwa jest nieréwno$c¢

(a+Db)(b+ c)(c+d)(d+ a)(1+ Vabed)* > 16abed(1 + a)(1 + b)(1 + ¢)(1 + d).

6. Szachownice n x n pokryto tréjkatami o wierzchotkach w punktach kra-
towych i o polu réwnym % Dowiesé, ze co najmniej 2n z tych tréjkatow jest
prostokatnych.

7. Na okregu napisano skorniczenie wiele liczb ze zbioru {0, 1}. Fukiem diu-
gosci L > 0 nazywamy ciag L kolejnych liczb na okregu. Dla danego tuku w
niech Z(w) i N(w) oznaczaja odpowiednio liczbe zer i jedynek, ktére on za-
wiera. Wiadomo przy tym, ze dla dowolnych dwdéch tukéw w i w' tej samej
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dlugosci zachodzi nieréwnoéé |Z(w) — Z(w')| < 1. Zaldézmy, ze dla pewnych
hukow wy, wa, .. ., wy liczby

k k
1 1
=2 5: ) oraz N = z jél N(wy)
sa calkowite. Udowodnié, ze istnieje tuk w, dla ktérego Z(w) = Z i N(w) = N.

8. Kostkg nazywamy szescian, ktéry na kazdej swojej Scianie ma wpisanag
jedna liczbe calkowita dodatnia. Kostkg zwyklg nazywamy szescian, na kto-
rego Scianach wpisano liczby 1,2,3,4,5,6. Wyznaczy¢ wszystkie ciggi kostek

(K4, Ka,...,Ks014) 0 nastepujacej wlasnosci: dla dowolnej liczby naturalnej
n prawdopodobienistwo uzyskania liczby n jako sumy wynikéw rzutéw kostka-
mi K1, Ky, ..., Kyy14 jest rowne prawdopodobienstwu uzyskania liczby n jako

sumy wynikéw rzutéow 2014 zwyklymi kostkami.

9. Dwa okregi wy, ws 0 promieniu 1 przecinajg sie w punktach X i Y, przy
czym XY = 1. Punkt C lezy na okregu wy. Styczne CA i CB do okregu wy
przecinaja wi odpowiednio w punktach B’ i A’. Proste AA’ i BB’ przecinaja
si¢ w punkcie Z. Wyznaczy¢ £ X ZY.

10. Punkt X lezy wewnatrz trojkata ABC, przy czym
XA -BC=XB-AC=XC-AB.
Niech I, I, I3 beda $rodkami okregéw wpisanych w tréjkaty odpowiednio

XBC, XCAiXAB. Wykazaé, ze proste Al1, Bls i CI3 przecinaja sie w jednym
punkcie.

11. Dany jest réwnolegtobok ABC D oraz punkt F' lezacy na odcinku CD.
Punkty O1, Os i O3 sa $rodkami okregéw opisanych na trojkatach ABF, BCF
i ADF. Dowies¢, ze ortocentrum tréjkata 010203 lezy na prostej AB.

11



Drugi Mecz Matematyczny

1. Dany jest ciag (an)32, zadany poprzez warunki: ag = 1, a; = 3 oraz
an = 2ap_1 + an_o dla n > 2. Udowodnié, ze jezeli k jest liczba naturalng,
ktéra dzieli pewien wyraz ciagu (ay,), to k nie daje reszty 5 z dzielenia przez 8.

2. Dany jest niestaly wielomian P o wspotczynnikach catkowitych i dodat-
nim wspoélczynniku wiodacym. Wykazaé, ze istnieje liczba calkowita dodat-
nia m, dla ktoérej liczba P(m!) jest zlozona.

3. Rozstrzygnaé, czy istnieje liczba catkowita dodatnia k, dla ktérej liczba
p = 6k + 1 jest pierwsza i spelniona jest kongruencja

(if) =1 (modp).

4. Dla danej liczby calkowitej n > 1 wyznaczy¢ wartosé sumy

zn:(_1)”—k<z> kL

k=0

5. Dana jest funkcja f : (0,00) — (0,00), ktéra dla dowolnych liczb dodat-
nich x,y spelnia warunki

flzy) = f(@)f(y), [flz+y) <2max{f(z), f(y)}.

Udowodnié, ze dla dowolnych liczb dodatnich x, y prawdziwa jest nieréwnosé

f(@) + f(y) > f(x+y).

6. Dana jest liczba calkowita n > 1. W kazde pole prostokata o wymiarach
r X s, gdzie 1 < r,s < n, wpisano pewna liczbe ze zbioru {1,2,...,n}. Pro-
stokat nazywamy lacinskim, jezeli w zadnym wierszu i w zadnej kolumnie nie
ma dwdbch takich samych liczb. Udowodnié, ze prostokat lacinski r x s mozna
uzupelnié¢ do kwadratu tacinskiego n x n wtedy i tylko wtedy, gdy kazda z liczb
1,2,...,n wystepuje w nim co najmniej r + s — n razy.

7. Udowodni¢, ze istnieje zbiér A liczb catkowitych dodatnich o nastepuja-
cej wlasnosci: dla dowolnego nieskoniczonego zbioru S' liczb pierwszych, istnieja
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dwie liczby catkowite dodatnie m € A oraz n ¢ A, z ktérych kazda jest ilo-
czynem doktadnie k réznych liczb pierwszych ze zbioru S dla pewnej liczby
catkowitej k > 2.

8. Bob Budowniczy i Buldozer graja w gre na punktach kratowych prze-
strzeni tréjwymiarowej. W swoim ruchu Bob kladzie krzyzyk na polu, ktére nie
nalezy do zadnej zniszczonej ptaszczyzny, zas ruch Buldozera polega na znisz-
czeniu dowolnej ptaszczyzny prostopadtej do jednej z osi uktadu wspoétrzednych,
na ktérej Bob nie postawil wczeéniej zadnego krzyzyka. Pierwszy ruch wyko-
nuje Bob, a nastepnie ruchy sa wykonywane przez obu graczy naprzemiennie.
Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych Bob Budowniczy moze
utozyé n kolejnych krzyzykéw na prostej rownoleglej do jednej z osi uktadu
wspotrzednych, niezaleznie od ruchéw Buldozera.

9. Tréjkat ABC jest wpisany w okrag o. Punkt P lezy na prostej BC),
przy czym punkty P, B, C leza na prostej w tej wladnie kolejnosci. Okrag w
jest styczny zewnetrznie do okregu o oraz do odcinkéw PA i PB odpowiednio
w punktach X i Y. Udowodnié, ze Srodek okregu dopisanego do trojkata ABC
stycznego do odcinka AB lezy na prostej XY.

10. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o srodku w punkcie O. Punkty
E i F sg odpowiednio punktami przeciecia pétprostych DA™ z CB~ i AB™
z DC™. Prosta prostopadta do AC' i przechodzaca przez F' przecina prosta EO
w punkcie X. Udowodnié, ze ZCDX = 90°.

11. Okrag o érodku I jest wpisany w trojkat ABC i styczny do jego bokow
BC, CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F. Okrag w o $rodku w punkcie A
i promieniu AF' przecina wysokosé trojkata ABC, poprowadzong z wierzchotka
A, w punkcie P. Prosta DP przecina okrag w w punkcie X, za$ prosta XA
przecina prosta BC' w punkcie S. Dowiesé, ze punkty P, I, S sa wspotliniowe.
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Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne

1. Wykazaé, ze liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢ spelniaja rownanie
at + b+t + 40P = 2(a2b2 +a*® + b202)

wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje trojkat ABC o katach wewnetrznych «, 3, v
taki, ze
sina=a, sinf=0b oraz siny=c.

o0

2. Dla danych liczb catkowitych dodatnich a, b i x; definiujemy ciag (wn)nzl
zadany poprzez zaleznosé x,, = ax,_1+bdlan > 2. Znalezé warunek konieczny
i wystarczajacy jaki musza spetniaé liczby a, b, z1, aby dla dowolnych indeksow
m i n zachodzita implikacja m | n = x,, | ,.

3. Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym
/ABC = Z/ADC = 135°.

Punkty M, N leza odpowiednio na potprostych AB™, AD™ i spelniajg wa-
runki ZMCD = ZNCB = 90°. Okregi opisane na tréjkatach AMN i ABD
przecinaja si¢ po raz drugi w punkcie K # A. Udowodnié, ze proste AK i KC
sq prostopadte.

4. Punkt P jest srodkiem boku AC tréjkata ABC. Okrag k przecina wne-
trza odcinkéw AP, CP, BC i AB odpowiednio w punktach K, L, M i N.
Dowies¢, ze jezeli S jest érodkiem odcinka K L i spelnione sg réwnosci

2-AN-AB-CL=2-CM-BC-AK = AC - AK - CL,
to punkt przeciecia prostych KN i M L lezy na symetralnej odcinka P.S.
5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n o nastepujacej wlasno-

$ci: dla dowolnych liczb catkowitych nieujemnych k, m, dla ktérych k+m < n
liczby ("n_lk) i (".™) sa jednakowe]j parzystosci.

6. Dana jest liczba calkowita n > 6 oraz rodzina F zlozona z 3-elementowych
podzbioréw zbioru {1,2,...,n}, ktéra spelnia nastepujacy warunek: dla dowol-
nych liczb catkowitych 1 <4 < j < n istnieje co najmniej | % | — 1 podzbioréw
A € F takich, ze i,j € A. Udowodnié, ze istnieje liczba catkowita m > 1 oraz
parami rozlaczne zbiory Ay, As, ..., A,, € F, dla ktérych

[AfUAsU...UA,| >n—5.
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Rozwigzania

Zawody indywidualne

1. Ciag (a,)52, okreslony jest przez warunki
ay =1, agy, = a, oraz agy1 = (—1)"a, dlan > 1.

Wyznaczy¢ wartosé
2015

E ApAp42.
n=1

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze

2015 1007

Z ApQpt+2 = @103 + Z(azn02n+2 + a2n+102n+3)

n=1 n=1

1007 1007
=14 (anani1 + (—1)"an(=1)""an1) = -1+ Z 0=—

n=1

A zatem szukana warto$¢ jest rowna —1.

2. Punkt I jest $rodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC, w ktérym
AB > AC. Punkt M jest érodkiem boku BC, a punkt D srodkiem tego tuku
BC' okregu opisanego na tréjkacie ABC, ktéry zawiera punkt A. Dowiesé, ze
LADI = ZIMC.

Rozwiazanie:

Oznaczmy przez S srodek tuku BC' niezawierajacego punktu A. Wowczas
odcinek DS jest srednicg okregu opisanego na tréjkacie ABC i zarazem syme-
tralng boku BC. W szczegélnoéci zawiera on punkt M. Zauwazmy, ze trojkaty
BM S oraz DB.S sa podobne, gdyz sg to tréjkaty prostokatne o wsp6lnym kacie
przy wierzcholku S. W szczegélnoéci SB? = SM - SD. Z lematu o tréjlisciu
mamy réwnosé ST = SB. Tym samym

SI? = SB*=SM - SD,
a wiec tréjkaty SMI oraz SID sa podobne. W szczegdlnosci,

LZIMC = ZSMI—90° = ZDIS —90° = (180° — £ZDIA) —90° = 90° — ZDIA.
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Zauwazmy jednak, ze skoro kat ZIAD jest prosty, to
90° — /DIA = Z/ADI.

Udowodnilismy w ten sposob zadana réwnosé katow.
D
A

3. Funkcja f prowadzaca ze zbioru punktéw przestrzeni tréjwymiarowej R3
w ten sam zbidér spelnia warunki:

e dla dowolnych dwéch punktéw A, B € R? odlegloéé pomiedzy punktami
f(A) i f(B) jest réwna odleglosci pomiedzy A i B,

e istnieje taka liczba naturalna n, ze dla dowolnego punktu A spelniony jest
warunek f(™(A) = A (gdzie f oznacza n-krotne zlozenie funkcji f)

Wykazaé, ze istnieje punkt A € R3 taki, ze f(A4) = A.

Rozwiazanie:

Zauwazmy na poczatek, ze jezeli A, B,C € R? oraz punkt C lezy na od-
cinku AB to f(C) lezy na odcinku f(A)f(B). Wynika to z faktu, ze punkt C
jest jedynym punktem, ktéry jest jednoczesnie w odlegtosci |AC| od punktu
A i w odleglosci |BC| od punktu B oraz podobnie, istnieje doktadnie jeden
punkt X, ktéry jest w odleglosci |[AC| od punktu f(A) i w odlegloséci |BC|
od punktu f(B) (gdyz |f(A)f(B)| = |AB|). Mamy wiec f(C) = X, a X lezy
oczywiscie na odcinku f(A)f(B). Co wiecej, jasne jest, ze punkt f(C) dzieli
odcinek f(A)f(B) w tym samym stosunku co punkt C' dzieli odcinek AB.

Za pomoca indukcji po m > 1 udowodnimy nastepnie, ze dla dowolnego
skoficzonego ukladu punktéw A;, Ag, ..., A, € R3, ktérych érodkiem ciezkoéci
jest punkt G, srodkiem cigzkosci ukladu punktéw f(A1), f(A2),..., f(Ay) jest
punkt f(G). Dla m = 1 nie ma czego dowodzi¢. Zalézmy zatem, ze f prze-
prowadza Srodek ciezkosci G’ punktéw Ai, As, ..., A,_1 na Srodek ciezkosci
punktéw f(A41), f(A2),..., f(Am-1). Zauwazmy, ze G lezy na odcinku A,,G’
i dzieli go w stosunku 1 : (m — 1). Z poczatkowej obserwacji wynika wigc,
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ze punkt f(G) lezy na odcinku f(A,,)f(G’) i dzieli go réwniez w stosunku
1:(m—1). Tym samym skoro f(G’) jest érodkiem ciezkosci uktadu punktéw
F(A1), f(As), ..., f(Am-1), to f(G) jest érodkiem ciezkosci ukladu punktéw
f(A1), f(A2), ..., f(Am-1), f(An). Koficzy to dowdd indukeyjny.

Ustalmy dowolny punkt A € R? i rozwazmy uklad punktéw

A, f(A), fF(F(A), ..., f1(4) e R

7 drugiego zalozenia danego w zadaniu wynika, ze funkcja f przeprowadza ten
uktad punktéw na ten sam uktad punktéow. Wezesniej udowodniliSmy, ze obra-
zem Srodka ciezkosci G tych punktow jest srodek ciezkosci obrazéw punktéw,
a wiec ponownie punkt G. Innymi stowy, f(G) = G, a wigc punkt G jest wiec
szukanym punktem stalym funkcji f i dowdd jest zakonczony.

4. Udowodnié, ze liczba

V10072 + 14 /10082 + 1 4 ... + /20142 + 1

jest niewymierna.

Rozwiazanie:

Oznaczmy sume dang w zadaniu przez s. Udowodnimy najpierw, ze liczba
s nie jest catkowita. Zauwazmy w tym celu, ze dla dowolnej liczby catkowitej
n > 1 zachodza nieréwnosci

1
n<yvni+l<n+—r.
n+1
Pierwsza z nich jest oczywista, zas druga po podniesieniu do kwadratu redukuje
sie do
2n n 1
n+1l (n+1)%

co jest prawda, gdyz 2n > n + 1.
W szczegdlnosei dla dowolnego n € {1007,1008,...,2014} prawdziwe sa

nieréwnosci 1
vVn?+1 —_—
n<yn+1l<n+ 1008

Wynika stad, ze suma s nie jest liczba catkowita, gdyz cze$¢ utamkowa kazdego
z jej 1008 sktadnikéw jest mniejsza niz ﬁ. Dowodzi to naszego stwierdzenia.

Udowodnimy nastepnie, ze istnieje wielomian unormowany P o wspélczyn-
nikach catkowitych taki, ze P(s) = 0. Stad juz natychmiast otrzymamy teze
zadania, gdyz z twierdzenia o pierwiastku wymiernym wynika, ze kazdy wy-
mierny pierwiastek wielomianu P jest rowniez caltkowity. W szczegdlnoéci, skoro
s € 7, to tym samym s € Q.

1<
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Za pomoca indukcji po n wykazemy ogélniejsze stwierdzenie: dla dowolnych
liczb catkowitych aq, aso, ..., a, istnieje unormowany wielomian P o wspotczyn-
nikach catkowitych, dla ktérego

P(\ai +vaz + ...+ a,) =0.

Gdy n = 1 wystarczy przyja¢ P(z) = 22 — a;. Zalézmy wiec, ze n > 2 oraz

istnieje wielomian unormowany P(z) o wspdlczynnikach catkowitych, dla kt6-
rego P(s—./a,) = 0, gdzie s = \/ay +/az +. ..+ \/a,. Przyjmijmy, ze stopien
wielomianu P to r i ze zapisuje sie on w postaci P(z) = a" + Z:;Ol ezt
W szczegdlnosci

0= P(s— v/am) = (s — v/an) + 3 ei(s — van).
1=0

Po rozwinigciu wszystkich poteg ze wzoru dwumianowego Newtona otrzymuje-
my réwnanie postaci

5"+ Q(s) + vanR(s) =0,

gdzie @ i R sa wielomianami o wspélczynnikach catkowitych stopnia mniejszego
niz r. Przenoszac skladnik /a,R(s) na druga strone i podnoszac obie strony
réwnosci do kwadratu dostajemy

s7 +25"Q(s) + (Q(s))” = an(R(s))*.
W szczegdlnosci liczba s jest pierwiastkiem unormowanego wielomianu
2 422" Q(x) + (Q(2))* — an(R(x))*.

Konczy to zaréwno dowdd indukeyjny jak i rozwiazanie zadania.

5. Udowodnié¢, ze dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n liczba
n n n

3+ ]+ ] vl

jest parzysta.

Rozwiazanie:
Niech d(n) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby calkowitej n > 1.
Wykazemy, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 1 zachodzi réwnosé

d(1) +d(2) + ... +d(n) = GJ+L%J++{%J

Istotnie, lewa strona rownania zlicza dzielniki kolejnych liczb od 1 do n. Prawa
strona natomiast dla kazdej liczby ¢ = 1,2, ..., n zlicza dla ilu liczb od 1 do n
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jest ona jej dzielnikiem, gdyz ¢ jest dzielnikiem kazdej z liczb i, 21, ..., L%J -1,
czyli dzielnikiem doktadnie HJ z tych liczb. Obie strony réwnosci zliczaja wiec
taczng liczbe dzielnikéw liczb od 1 do n.

Zauwazmy dalej, ze liczba d(i) jest nieparzysta wtedy i tylko wtedy, gdy 4
jest kwadratem liczby calkowitej. Istotnie, wszystkie dzielniki liczby ¢ mozna
pogrupowaé w pary postaci {d, 5} Nieparzysto$é liczby dzielnikéw jest zatem
réwnowazna temu, ze w pewnej parze znajdzie sie dwa razy ta sama liczba, co
oznacza, ze i = d2. Korzystajac z tej obserwacji oraz udowodnionej wczeéniej
roéwnosci otrzymujemy

m + L%J T L%J —d(1)+d@2) +...+dn)=m (mod 2),
gdzie m oznacza liczbe kwadratéw liczb calkowitych w przedziale od 1 do n.
Nietrudno jednak zauwazyé, ze m = |\/n]. Stad juz wynika parzysto$é sumy
danej w zadaniu.

6. Okrag o o $rodku w punkcie O jest opisany na ostrokatnym tréjka-
cie ABC. Okrag o; jest styczny do o w punkcie A oraz do prostej BC' w punk-
cie D. Okrag oy przecina proste AB i AC odpowiednio w punktach F i F.
Punkty A; i F; sa odpowiednio odbiciami symetrycznymi punktéw A i E
wzgledem $érodka okregu o;. Punkt H jest przecigciem prostych BO i A FEj.
Dowie$é, ze DF? = AF - E1 H.

Rozwigzanie:

Rozwazmy jednokladno$é o srodku w punkcie A, ktéra przeksztalca okrag
01 na o. Obrazami punktéw F i F' sa odpowiednio punkty B i C. Poniewaz $ro-
dek okregu o7 przechodzi na punkt O otrzymujemy w ten sposéb réwnoleglosé
prostych EF; oraz BH. Zauwazmy dalej, ze obrazem punktu D w rozwaza-
nej jednokltadnosci jest srodek S krétszego tuku BC, gdyz styczna w punkcie
S jest rownolegta do prostej BC. W szczegdlnosci skoro SB = SC, to i réw-
niez DE = DF. Ponadto czworokat AE; A1 F jest rownoleglobokiem, a zatem
proste BE i F1H sa rownolegte. Laczac to z uzyskana wczeéniej réwnoleglo-
Scig prostych EF,, BH wnioskujemy, iz czworokat BEFE1H jest réwnoleglo-
bokiem. A zatem F1H = BE i rownosé z tezy zadania przepisuje sie jako
DF -DE = AF - BE lub 4L = BE  7auwazmy jednak, ze

/ZBED =180° — LZAED = ZAFD

oraz

LEDB = /FEAD = Z/DAF,

co dowodzi podobienstwa trojkatow AF D oraz DEB. Zatem % = % i roz-

wiazanie zadania jest zakonczone.
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7. Dana jest liczba calkowita dodatnia n i liczby rzeczywiste ay, as, ..., an,
b1,b2,...,b, spelniajace warunek

(af+as+...+a2 1) +b3+...+b2—1) > (a1by +agby + ... +apb, —1)%

Wykazaé, ze a? + a3 + ...+ a2 > 1.
Rozwiazanie:

Wprowadzmy oznaczenia A = a? +a3+...+a2, B =03 +b3+...+b2 oraz

C = a1by + asbs + ... + apb,. Nieréwnos¢ dana w zadaniu przepisuje sie jako
(A=1)(B-1)> (C - 1),

co mozemy przeksztalcié réwnowaznie do postaci AB — C? > A+ B — 2C.
Przeksztalcajac dalej dostajemy

(VAB - C)(WVAB+C —2) > (VA—VB)? > 0.

7 nieréwnoéci Cauchy’ego-Schwarza wiemy jednak, ze vAB > C, wiec w szcze-
gblnosci vVAB+C —2 > 0. Ponownie korzystajac z zaleznoéci vVAB > C otrzy-
mujemy wiec nieréwno$é 2v/AB > 2 lub po prostu AB > 1, gdyz obie liczby A
i B sa dodatnie. Skoro jednak

(A-1)(B-1)>(C—-1)?>0

to mamy A, B > 1 lub A, B < 1. Druga mozliwo$¢ nie moze jednak zachodzié,
gdyz AB > 1. Dowodzi to zadanej nieréwnosci.
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8. Dane sg liczby calkowite dodatnie m > n oraz n-wierzchotkowy graf
G o m krawedziach. Dla liczby caltkowitej k > 3 niech Cj oznacza liczbe k-
elementowych cykli prostych w grafie G. Udowodnié, ze

n k
;Ck(S%) > 1.

Rozwigzanie:

W rozwiazaniu skorzystamy z nastepujacego znanego faktu, ktérego dowodd
pozostawiamy jako proste ¢wiczenie: jezeli liczba krawedzi w grafie jest wieksza
lub réwna liczbie jego wierzcholkéw, to istnieje w nim co najmniej jeden cykl
prosty.

Rozwazmy dowolny k-elementowy cykl prosty w grafie G. Zauwazmy, ze
prawdpodobienstwo tego, ze wszystkie jego krawedzie naleza do wybranych
losowo n krawedzi grafu jest réwne

nn—1)...(n—k+1) <(n)k,

mm—1)(m—-2)...(m—k+1)  \m

gdyz prawdopodobieﬁstwo tego, ze pierwsza krawedz zostala wylosowana jest

réwne -, to ze druga ;- n—1 7, itd. Nieréwno$¢ wynika natomiast z tego, ze dla

O<a<n<m prawdz1wa Jest zaleznos$¢ =% < -,

Zauwazmy dalej, ze z faktu przytoczonego na poczatku wynika, ze po wylo-
sowaniu n krawedzi w otrzymanym podgrafie istnieje cykl, czyli prawdopodo-
bienstwo tego zdarzenia jest réwne 1. Wiemy jednak, ze prawdopodobienstwo
sumy mnogosciowej zdarzen nie przekracza sumy prawdopodobienstw zdarzen.
Jezeli ponumerujemy wiec wszystkie cykle proste w grafie liczbami od 1 do N
i oznaczymy prawdopodobienstwo wylosowania i-go cyklu przez P;, to dosta-

jemy w ten sposob
N n n
nn—1)...(n—k+1) n\k
<) b= < =) .
; I;)Ckm(m—l)(m—Z)...(m—k‘—l—l) ch (m)

Konczy to rozwiazanie zadania.

9. Dla danej liczby catkowitej dodatniej n > 1 oraz liczb rzeczywistych
ai,as,...,a, rozwazmy wielomiany f i g zadane jako

Zakx oraz g(x i xk dla z € R.

Udowodnié, ze jezeli liczby 11 271! sg pierwiastkami g, to f posiada pierwiastek
w przedziale (0,2").
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Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze

3

9(22) — g(z) = W _gkgh -3 ok =S et = f(a),

2k —1
k=1 k=1 k=1

dla dowolnego x € R. W szczegdlnosci
fFO+FQ)+ @) +... +12") =

= (9(2) —g(1)) + (9(4) = g(2)) + ... + (g(2"*") = g(2")) = g(2" ") — g(1) = 0.

Wéréd liczb postaci f(2%) dla 0 < i < n istnieje wige taka, ze f(2¢) = 0 lub dwie
liczby f(2%), f(27) przeciwnych znakéw (gdzie i < j). W pierwszym przypadku
2 jest szukanym pierwiastkiem f, a w drugim przypadku f posiada pierwia-
stek w przedziale (2¢,27). W obu sytuacjach zadany warunek jest spelniony
i rozwiazanie zadania jest zakonczone.

10. Niech S oznacza zbidr liczb catkowitych dodatnich, ktére nie sa kwadra-
tami liczb catkowitych. Dla danej liczby n € S rozwazamy wszystkie wybory
liczb catkowitych n < a1 < ag < ... < a,, dla ktérych liczba n-ay-as-. . .-a, jest
kwadratem liczby catkowitej. Niech f(n) oznacza najmniejsza mozliwa liczbe
ar, ktora pojawia sie w tego typu wyborach. Dowiesé, ze funkcja f, prowadzaca
z S w zbidr liczb naturalnych, jest réznowartosciowa.

Przyklad: liczba 2 - 3 - 6 jest kwadratem liczby calkowitej, ale zadna z liczb
2-3,2-4,2-5,2-3-4,2-3-5,2-4-5,2-3-4-5 nim nie jest, a zatem f(2) = 6.

Rozwiazanie:

Przypusémy, ze tak nie jest. Przyjmijmy wiec, ze istniejg liczby catkowite
dodatnie a < b takie, ze f(a) = f(b) = m. W szczegdlnosci, istnieja zbiory
AC{a,a+1,...om}iB C {bb+1,...,m} takie, ze a € A, b € B oraz
liczby [],c4 #, [1,c 5 * sa kwadratami liczb catkowitych. Oznaczmy C = ANDB
i rozwazmy zbiory A’ = A\ C oraz B’ = B\ C. Skoro liczba

(1) () -, <) (1)

jest kwadratem liczby catkowitej, to réwniez [, c(aup) ¥ jest kwadratem licz-
by catkowitej. Pozostaje zauwazy¢, ze a jest minimalnym elementem zbioru
A’ U B’, za$ element maksymalny tego zbioru jest mniejszy od m, skad wynika
nieréwno$é¢ f(a) < m. Otrzymaliémy sprzeczno$é¢ z poczatkowym zalozeniem,
ktora konczy dowdd nie wprost.
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11. W rzedy tablicy 2™ x n wpisano wszystkie mozliwe ciagi o wyrazach ze
zbioru {—1,1}. Wymazano nastepnie niektére liczby z tablicy i zastapiono je
przez 0. Wykazaé, ze z tablicy mozna wykreslié pewne k rzedéw (0 < k < 2™),
tak aby w otrzymanej tablicy (2" —k)xn suma w kazdej kolumnie byta réwna 0.

Rozwiazanie:

Dla danego n-elementowego ciagu L oraz 1 < i < n niech L(i) oznacza i-ty
wyraz ciggu L. Rozwigzanie zaczniemy od zdefiniowania pewnych odwzorowan
f 1 g dzialajacych na ciggach n-elementowych. Dla danego n-elementowego
ciagu L o wyrazach ze zbioru {—1, 1} niech f(L) bedzie ciagiem powstalym z L
po zamianie pewnych jego wyrazéw na 0 (wpisanym w pewien rzad tablicy).
Dla danego n-elementowego ciagu L o wyrazach ze zbioru {—1, 0, 1} definiujemy
n-elementowy ciag g(L) jako

o()(i) = {1 bosvEm =L

gdy L(i) € {0, —1}.
Za pomocy tychze odwzorowan oraz zaleznosci rekurencyjnej zdefiniujemy na-
stepnie ciag (L, )n>0 ztozony z ciagéw n-elementowych. Niech Lo = (0,0, .. .,0),
Ly = f((1,1,...,1)) oraz L,y1(i) = L.(¢) + f(g(Ly))(@) dlal <i<nir>1
Poniewaz g dziala na ciagach o wyrazach ze zbioru {—1,0, 1}, aby zweryfiko-
waé poprawnosé definicji musimy sprawdzié, ze wyrazy dowolnego z ciagdéw L,
naleza do zbioru {—1,0,1}. Za pomoca indukcji wykazemy mocniejsza teze,
iz naleza one do zbioru {0, 1}. Istotnie, dla » = 0 nie ma czego sprawdzad,
zas dla r = 1 ciag Ly = f((1,1,...,1)) sklada sie wylacznie z zer i jedynek,
gdyz powstal on poprzez zamiane pewnych wyrazéw ciagu (1,1,..., 1) na zera.
Zalézmy wiec, ze teza jest prawdziwa dla r > 1 i udowodnijmy ja dla r + 1.
Jezeli f(g(L,))(i) = 0 dla pewnego 1 < i < n, to oczywiscie L,41(4) € {0,1},
gdyz z zalozenia indukcyjnego L, (i) € {0,1}. Jezeli zas f(g(L,))(i) = —1, to
9(Ly) (1) = =1, awigc L.(i) = 1. Stad Ly41(7) = 1—1 = 0. W pozostalym przy-
padku f(g(L,))(#) = 1 mamy g(L,)(i) = 1, czyli L,.(i) = 0, gdyz z zalozenia
indukcyjnego L, (i) # —1. W efekcie Ly41(i) =0+ 1 = 1.

Poniewaz istnieje jedynie skonczona ilosé ciagéw n-elementowych o wyra-
zach ze zbioru {0,1}, pewne dwa ciagi L, i Ls, gdzie r < s, powtérza sie.
Zalézmy przy tym, ze ze wszystkich takich par (r,s) wybraliémy pare o mi-
nimalnej drugiej wspélrzednej. W szczegdlnodci, ciagi L, Lyy1,...,Ls—1 sa
parami rézne. Zauwazmy teraz, ze dla dowolnego 1 <7 < n

L(i) = Lo—1(2) + f(9(Ls)) () = Ls—2(i) + f(9(Ls))(8) + f(9(Ls-1))(0) =
== Le(i) + f(9(L) (@) + F(9(Ls-1)) (@) + - -+ f(9(Lrs2)) (4)-

1)
Skoro jednak L (i) = L, (i), to dla dowolnego 1 < i < n prawdziwa jest réwnosé

Flg(La))(@) + f(9(Ls—1)) (@) + ... + f(g(Lry1))(@) = O.
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W podtablicy wyjsciowej tablicy, w ktorej rzedy wpisano ciagi
f(9(Ls)), f(9(Ls=1))s -, f(g(Lr1))

suma w kazdej kolumnie jest zatem réwna 0. Konczy to rozwigzanie zadania.

12. Dany jest trojkat ABC. Punkt M jest érodkiem boku BC, a punkt
D érodkiem tego tuku BC' okregu opisanego na trojkacie ABC, ktéry zawiera
punkt A. Punkty I, I> to srodki okregéw wpisanych odpowiednio w trojkaty
AM B, AMC. Udowodnié, ze punkty A, D, I1, I leza na jednym okregu.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze proste I M oraz Is M to dwusieczne katéw przyleglych, stad
LI M1 = 90°. Oczywiscie MD | BC. Rozwazmy punkty X i Y na prostych
odpowiednio M I; i MI5 takie, ze

IMXIy =/ZMDC oraz £ZMYI; =/ZMDB.

Otrzymujemy stad, ze trojkaty M X Iy 1 M DC' sa podobne. To pozwala napisac,
ze ZXMD = 90° — ZDMI, = ZI,MC oraz 58 = LM skad wnosimy, ze
tréjkaty XDM i Io,CM sa podobne. Analogicznie uzyskujemy podobienstwo
tréjkatow MYy i MDB oraz YDM i [1BM.

7 powyzszych zaleznosci uzyskujemy

1
(LY, LY)=/ZMYI, = /ZBDM = iéBAC =

1 1
= 54BAM + 5 ZMAC = ZAM + ZMAL = L1 AL,

wiec punkty I, Is, Y, A leza na jednym okregu. Podobnie uzsadaniamy, ze I,
Iy, X, A leza na jednym okregu, wiec ostatecznie wszystkie te pie¢ punktéw
lezy na jednym okregu.
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Z otrzymanego wczesniej podobienstwa tréjkatéw X DM i I,CM dostajemy
1
/XDM = /ZI,CM = iéAOB.
Analogicznie uzyskamy £Y DM = %AABC. Zatem
1 1 . 1
/XDY = iéACB + iéABC =90° — §ABAC’ =

1
=90° — iéBDC =4DCM = LXIoM = /(X 1, YL,),

stad punkt D lezy na okregu opisanym na trojkacie X IoY — co implikuje teze
zadania.

A D

13. Wyznaczy¢ wszystkie liczby ztozone n, ktorych wszystkie dzielniki wiek-
sze od 1 mozna ustawi¢ na okregu w taki sposéb, aby dowolne dwa sgsiadujace
dzielniki nie byly wzglednie pierwsze.

Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze liczba zlozona n spelnia dany warunek wtedy i tylko wtedy,
gdy nie jest ona postaci n = pq dla pewnych réznych liczb pierwszych p i q.

Jest jasne, ze liczby postaci n = pq nie spetniaja danego warunku. Za po-
moca indukcji po n udowodnimy, ze jezeli n nie jest liczba pierwsza i nie jest
liczba postaci n = pgq, to istnieje zadane ustawienie dzielnikdéw. Zalézmy za-
tem, ze istnieje ono dla wszystkich liczb zlozonych mniejszych lub réwnych n,
ktére nie sg iloczynem dwodch réznych liczb pierwszych. Recznie mozna bez
trudu rozpatrzy¢ przypadki n = p™, n = pqr gdzie p, q, r sa réznymi liczbami
pierwszymi i m > 2. Mozemy wiec zalozy¢, ze n nie jest zadnej z tych postaci.
Woéwczas n posiada dzielnik pierwszy p, wystepujacy w rozkladzie n na czynni-
ki pierwsze z potega m > 1, dla ktérego liczba me nie jest ani liczba pierwsza
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ani iloczynem dwoch réznych liczb pierwszych. Z zatozenia indukcyjnego wy-
nika wiec, ze dzielniki dy,ds,...,d, liczby p’,‘n, ktore sa wigksze od 1 mozna
ustawié¢ na okregu w taki sposéb, ze dowolne dwa sasiadujace dzielniki nie sg
wzglednie pierwsze. Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze NWD(d;,d;11) > 1
dla i = 1,2,...,r (gdzie dy11 = dy). Zauwazmy, ze kazdy dzielnik liczby n,
ktory nie jest dzielnikiem liczby plm jest postaci p* lub pkdj dla pewnych liczb
catkowitych 1 < k < m oraz 1 < j < r. Réwniez odwrotnie, kazda z liczb

tej postaci dzieli n i nie dzieli p?n. Dzielniki liczby n mozemy wiec ustawi¢ na

okregu w kolejnosci (di,pds,...,pds,ds,ds,...,d,), gdzie pomiedzy liczbami
pdy i pds umieszczamy wszystkie pozostale dzielniki w dowolny sposéb. Ponie-
waz wszystkie one dzielg sie przez p, to zadany warunek jest spetniony. Koniczy
to dowdd indukcyjny.

14. Dana jest rodzina podzbioréw F zbioru {1,2,...,n} spelniajaca naste-
pujace warunki:

e jezeli 5,8 € F,to SUS" € Foraz SNS' € F,

e jezeli ) #£ S € F, to istnieje podzbiér T C S taki, ze T € F oraz T
zawiera dokladnie jeden element mniej niz S.

Niech f: F — R bedzie funkcjg taka, ze f(0) = 0 oraz
F(SUS) = f(S)+ f(S") — f(SNS) dla dowolnych S, 5" € F.

Orzec, czy istnieja liczby rzeczywiste fi, fo, ..., fn takie, ze f(S) = > .cq fi
dla dowolnego S € F.

Rozwigzanie:

Udowodnimy, ze istniejg liczby rzeczywiste f1, f2, ..., fn 0 zadanej wla-
snosci. Rozwazmy dowolny element 1 < ¢ < n, ktéry nalezy do chociaz jednego
podzbioru z rodziny F. Zauwazmy, ze istnieje dokladnie jeden podzbiér A; € F
o minimalnej liczbie elementéw, dla ktérego i € A;. Istotnie, zal6zmy, iz istnie-
ja rézne podzbiory A;, A, € F o minimalnej mocy, ktére zawieraja i. Wtedy
jednak zbiér A; N A, € F réwniez zawiera i, a jego moc jest mniejsza. Jest to
sprzeczno$é, ktora dowodzi istnienie jedynego zbioru A; o zadanej wlasnosci.

Z danego warunku wynika, iz dla pewnego j € A; zbiér postaci A; \ {j}
nalezy do rodziny F. Z minimalnosci A; wynika wiec, ze j = i, czyli A;\{i} € F.
Mozemy wiec przyjaé fi = f(A;) — f(A;\{i}), gdy i nalezy do chociaz jednego
podzbioru z rodziny F oraz f; = 0 w przeciwnym wypadku. Udowodnimy, ze
tak wybrane liczby fi, f2, ..., fn spelniaja warunek f(S) = >, s fi dla
dowolnego S € F.

Rozwazmy podrodzing F' C F tych zbioréw S, ktére spelniaja powyzsza
réwno$é dla tak dobranych liczb f;. Za pomoca indukeji po m = | S| wykazemy,
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ze jezeli S € F to réwniez S € F'. Zalézmy, wiec ze dla wszystkich zbio-
réw o mocy mniejszej niz m teza zachodzi i rozwazmy dowolny m elementowy
zbiér S € F.

Zauwazmy, ze jezeli S1, So, S1 NSy € F, to réwniez S; U S, € F'. Istotnie

F(S1US2) = f(S1) + f(S2) — f(S1NS2) =

=D H+D> fi— > fi= > £

1€S, 1€Sy 1€S51NS2 1€51USo

Zalézmy najpierw, ze S = A; dla pewnego elementu i. Zbiér A; \ {i} jest
elementem rodziny F i na mocy zatozenia indukcyjnego jest rowniez elementem
rodziny F’. Biorac to pod uwage wraz z definicja f; otrzymujemy

FA) = FANED+ fi= > fi+fi=) f

jeA{s} JEA;

A zatem do F’ nalezg wszystkie zbiory postaci A;, ktérych moc nie przekra-
cza m. Zalézmy teraz, ze S € F jest dowolnym podzbiorem o mocy m. Niech
i € S bedzie takim elementem, ze S\ {i} € F. Zauwazmy, ze A; C S, gdyz
w przeciwnym wypadku zbiér A; NS bylby zbiorem zawierajacym i o mocy
mniejszej niz |A;|. Oznaczmy S; = S\{i}, Sa = A;. Moc zbioréw S, S1NSy € F
jest mniejsza niz m, a zatem naleza one do rodziny F’. Zbiér S = A; nalezy do
F’ na mocy poprzedniego fragmentu rozumowania. Pozostaje zauwazy¢, ze sko-
ro S;USs = S, to réwniez S € F'. Koniczy to dowdd indukeyjny i rozwigzanie
zadania.

15. Czworokat wypuklty ABCD jest opisany na okregu, ktéry jest styczny
do bokéw AB, BC, CD, DA odpowiednio w punktach K, L, M, N. Okre-
gi wy, we, w3, wy s wpisane odpowiednio w tréjkaty ANK, BKL, CLM,
DMN. Niech {1, £, {3, {4 beda stycznymi zewnetrznymi odpowiednio do par
okregdw (w1,ws), (wa,ws), (w3,ws), (wa,wr), ktére sa rézne od bokéw czwo-
rokata ABCD. Udowodnié, ze czworokat ograniczony przez proste £1, o, l3, 4,
jest rombem.

Rozwigzanie:

Niech X, Y, Z, T beda srodkami odpowiednio krétszych tukéw NK, KL,
LM, MN okregu wpisanego w czworokat ABCD. Zachodza wtedy réwnosci
/AKX = /KNX = ZNKX i analogicznie ZANX = /ZKNX, wiec punkt X
jest srodkiem okregu wy. Podobnie uzasadniamy, ze punkty Y, Z, T sa srodkami
odpowiednio okregdéw wso, w3, wy. Punkt P przeciecia odcinkéw LX i NY jest
srodkiem okregu wpisanego w tréjkat K LN, a punkt @ przeciecia odcinkéw KT
i MX jest érodkiem okregu wpisanego w trojkat KM N. Z lematu o tréjlisciu
mamy KX = PX oraz KY = PY, skad wniosek, ze symetria wzgledem prostej
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XY przeprowadza punkt K na punkt P. Ta sama symetria przeprowadza prosta
AB na prosta ¢1, czyli punkt P lezy na prostej £1. Analogicznie uzasadniamy,
ze punkt @ lezy na prostej £4. Ponadto PX = KX = NX = QX.

B

Skoro punkt Z jest srodkiem krotszego tuku LM, to LLXZ = /MXZ.
Wynika stad, ze symetria wzgledem prostej X Z przeprowadza prosta LX na
prosta MX. Z réownoéci PX = QX wynika za$, ze punkt P przechodzi na
punkt . Poniewaz okrag wi przechodzi na siebie w tej symetrii, wiec styczna
£y z punktu P do okregu w; (taka, ze odcinek styczny z punktu P do okregu wy
przecina prosta X Z) przechodzi na styczna ¢4 z punktu @ do okregu wy (taka,
ze odcinek styczny z punktu @ do okregu wy przecina prosta X Z). Analogicz-
nie uzasadniamy, ze w rozwazanej symetrii wzgledem prostej X Z prosta s
przechodzi na prosta 3. Innymi stlowy prosta X Z jest osia symetrii czworoka-
ta ograniczonego przez proste f1, s, {3, ¢,. Analogicznie dowodzimy, ze prosta
YT jest osig symetrii tego czworokata. To za$ oznacza, ze czworokat ten ma
wszystkie boki réwne, a wiec jest rombem.

16. Wyznaczy¢ wszystkie pary wielomianéw (P, Q) o wspélezynnikach rze-
czywistych, ktore dla dowolnego x € R spelniaja warunek

P(x)Q(z+1)— Pz +1)Q(z) = 1.

Rozwiazanie:

Zalézmy najpierw, ze stopien wielomianéw P i @) nie przekracza 1, tzn. ze
mozna je zapisa¢ w postaci P(x) = ax + b oraz Q(z) = cx + d dla pewnych
liczb rzeczywistych a, b, ¢, d. Dane rownanie przybiera wéwczas postac

(ax +b)(cx +c+d) — (ax +a+b)(cx +d) =bc—ad = 1.
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Réwnosé be — ad = 1 jest zatem rownowazna danemu warunkowi dla wielomia-
néw rozwazanej postaci. Udowodnimy, ze sa to wszystkie rozwiazania zadania
rowniez w przypadku ogdlnym.

Zalézmy, ze P(x) jest wielomianem stopnia n o wspélezynniku wiodacym
a, i wspétezynniku przy x" ! réwnym a,,_1, za$ Q(z) jest wielomianem stopnia
m o wspblezynniku wiodacym b,, i wspétezynniku przy ™! réwnym b,,_1.
Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona tatwo zweryfikowadé, iz wspol-
czynnik przy "1 w wielomianie P(z+1) jest réwny na, +a,_1. Analogicznie,
wspélezynnik przy 2™~ ! w wielomianie Q(z + 1) jest réwny mb,, + by, 1. Za-
tem wspoélezynnik przy ™1 w wielomianie P(x)Q(z + 1) — P(z + 1)Q(x)
jest réwny

an (M, 4+ b—1) + bnan—1 — by (Napn + an-1) — anbm—1 = anby,(m —n).

Z réwnosci danej w zadaniu wynika, ze jezeli tylko m+n—1 > 0, to wspoétczyn-
nik ten jest rowny 0, czyli m = n. W przypadku m +n — 1 = 0 dochodzimy do
sytuacji rozwazanej w poprzednim fragmencie rozumowania. Jezeli istnieje wiec
para wielomianéw (P, @), ktéra spelnia dany warunek i z ktérych co najmniej
jeden posiada stopienn wigkszy niz 1, to deg P = deg@ = n > 2. Rozwazmy
teraz wielomian Qo(z) = Q(z) — Z—P(x) Zauwazmy, ze

P(x)Qo(r +1) — P(z + 1)Qo(z)

C P@)Qr+1) — P P@) P+ 1) — Pa+1)Q) + 2 P(2)Pla +1)

=P@)Q(zx+1)— Pz +1)Q(z) = 1.

Wynika stad, ze para wielomianéw (P, Q)g) réwniez spelnia warunek dany w za-
daniu. Co wiecej, tatwo sprawdzié, ze stopien @)y jest mniejszy od n, a jedno-
czes$nie zalozyliSémy, ze n > 2. Para wielomianéw (P, Qq) o réznych stopniach
spelnia wiec dany warunek i deg P > 2. Jest to sprzeczno$¢ z poprzednim frag-
mentem rozumowania. Wielomiany postaci P(x) = az+b, Q(z) = cx+d, gdzie
bc — ad = 1 stanowia wiec jedyne rozwigzanie zadania.

17. Punkt D lezy na tym tuku AB okregu opisanego na tréjkacie ABC),
ktéry nie zawiera punktu C. Punkty P i @) sa rzutami prostokatnymi D od-
powiednio na boki AB i AC, zas M i N to odpowiednio érodki odcinkéw BC
i PQ. Wykazaé, ze proste DN i M N sa prostopadle.

Rozwiazanie:
Skoro ZDPA = /ZDQA = 90°, to punkty D, P, @, A leza na okregu o $red-
nicy AD. Zauwazmy, ze w tej sytuacji

LPQD = /PAD = Z/BCD
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i podobnie
/PDQ = /ZQAP = /ZCDB,

co dowodzi, ze tréjkaty DPQ i DBC sa podobne. Poniewaz /DPN = ZDBM

oraz
DP 2DP 2DB DB

PN DQ BC BM’
DP DB

wigc trojkaty DPN i DBM réwniez sa podobne. To za$ oznacza, ze 53 = 517
oraz /BDM = /PDN,skad /BDP = /M DN. W takim razie tr6jkaty DBP

i DM N sa podobne, wiec ZDNM = ZDPB = 90°.

18. Dana jest liczba pierwsza p > 2. Udowodnié, ze istnieje taka liczba
catkowita 0 < a < ,/p+ 1, ze dla dowolnej liczby catkowitej x liczba 22 — a nie
dzieli sie przez p.

Rozwiazanie:

Reszte a modulo p nazywamy resztq kwadratowq, gdy istnieje liczba catko-
wita x taka, ze p | a — 2. W przeciwnym razie a nazywamy nieresztq kwadra-
towg. Musimy wiec wykazaé, ze najmniejsza niereszta kwadratowa modulo p
jest mmiejsza niz /p + 1.

Zauwazmy, ze jezeli a jest niereszta kwadratowa modulo p, zas b jest nieze-
rowg reszta kwadratowa modulo p, to ab jest niereszta kwadratowa modulo p.
Jezeli bowiem b = 22 (mod p) oraz ab = y* (mod p), to a = (yz~1)? (mod p),
gdzie 7! oznacza odwrotnoéé x modulo p. Przeczy to zalozeniu, ze a jest
niereszta kwadratowa, co dowodzi, ze ab jest niereszta kwadratowa.

Oznaczmy przez a najmniejsza niereszte kwadratowa modulo p w przedziale
(0,p) i zatézmy, ze a > /p+ 1. W szczegblnosci wszystkie reszty 1,2,...,a—1
sa resztami kwadratowymi. Ponadto

ala—1)> (VB + )yF>p.
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Mozemy zatem wybraé najmniejsza liczbe naturalna n w przedziale [1,a — 1],
dla ktoérej an > p. Zauwazmy, ze wéwczas p < an < p + a. W przeciwnym
bowiem razie prawdziwa bylaby nieréwnos$é a(n — 1) < p, a to przeczyloby
wyborowi n jako minimalnej liczbie o tej wlasnosci.

Skoro a jest niereszta kwadratowa, za$ n jest reszta, to an jest nieresz-
ta kwadratowa. Z powyzszej nieréwnosci wynika jednak, ze reszta z dzielenia
przez p liczby an znajduje sie w przedziale (0, a). Przeczy to wyborowi a jako
najmniejszej niereszty. Otrzymana sprzeczno$é konczy dowdd.

19. Dany jest ciag (a,)%2 liczb dodatnich. Dowiesé, ze dla nieskonczenie
wielu liczb catkowitych dodatnich n zachodzi nieréwnos$é 1 + a,, > a,_1 /2.

Rozwigzanie:
Ze wzoru dwumianowego Newtona wynika réwnosé

— Ak _ AkJ
(1+7) -2 -2y
k=0 k=2

dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n. W szczegdélnosci dla n > 1 zachodzi
nieréwnosé¢ 1 + % > /2. Wystarczy wiec wykazaé, ze dla nieskoficzenie wielu

liczb catkowitych dodatnich n mamy 1+ a,, > a,—1 (1 + %) = an,lnTH.
Dla dowodu nie wprost zalézmy, ze poczawszy od n = N > 1 zachodzi

nier6wno$¢ przeciwna. Dla dowolnego m > 0 mamy wowczas

< m+N+1 1< m+ N m+N+1
A X Om — - X _ . —
i N AN N FN-1 m+N
m+N+1 1 m+N+1 m+N+1
e T = aaNe 1
m+ N NN -1 m+ N
Kontynuujac dalej w ten sposéb otrzymujemy
< m+N+1 1 m+N+1 m+N+1 m+N+1
am S AN — 1= - - =
NS AN m+N  m+N-1 N+1
aN—1 1 1 1 1
= N+1 - - - - = .
(m+ +)<N' m+N+1 m+N m+N-1 N+J

Wykazemy, ze dla odpowiednio duzego m wyrazenie w nawiasie jest ujemne,
skad otrzymamy, ze a,4+n < 0. Da to sprzecznos¢ z danym zalozeniem i za-
koniczy dowdd nie wprost.

Wynika to ze znanego faktu z analizy: szereg harmoniczny 1 + % + % + ...
jest rozbiezny. W szczegdlnosci, szereg zlozony z jego wyrazow z pominieciem
N poczatkowych réowniez jest rozbiezny. Dla odpowiednio duzego m zachodzi
wiec nieréwnosc

1 1 1 an_1

I SUN
N+l Ny T NF1 oW N
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i rozwiazanie zadania jest zakonczone.

20. W wierzchotkach 2n-kata foremnego zostaly wpisane liczby ze zbio-
ru {0,1}, przy czym kazdej z nich uzyto doktadnie n razy. Mozemy wykonad
jeden obrét catego uktadu wpisanych liczb o kat bedacy calkowity wielokrotno-
scig 7 i liczbg wpisang w kazdym wierzchotku zastapic iloczynem liczb przed
i po obrocie. Wyznaczy¢ najwieksza stala a > 0 o nastepujacej wtasnosci: dla
dowolnej liczby naturalnej n oraz dla dowolnego poczatkowego wpisania liczb
w wierzchotki 2n-kata istnieje obrdt, po ktérym w co najmniej an wierzchot-
kach wielokata znajduje si¢ liczba 0.

Rozwigzanie:

Przeformutujemy zadanie w jezyku reszt z dzielenia przez 2n. Oznaczmy
przez S zbiér n reszt modulo 2n, ktére odpowiadaja numerom miejsc na okre-
gu, w ktére wpisana zostala liczba 0. Obrét o kat ’% odpowiada dodaniu do
wszystkich reszt w S liczby k, oznaczmy otrzymany w ten sposéb zbidr reszt
przez S+ k. Naszym celem jest wyznaczenie najwiekszej statej a > 0, ktora po-
siada nastepujaca wtasnosé: dla dowolnego zbioru S ztozonego z n reszt modulo
2n istnieje liczba 0 < k < 2n — 1, dla ktérej taczna liczba réznych reszt modulo
2n w zbiorze S U (S + k) wynosi co najmniej an. Udowodnimy, ze a = 3.

W pierwszej kolejnosci wykazemy, ze o > % Dla danej liczby catkowitej
0 < k < 2n—1 oznaczmy przez xy liczbe reszt w zbiorze S+ k, ktore nie naleza
do zbioru S. Zauwazmy, ze dla ustalonej reszty t ¢ S istnieje dokladnie n liczb
k € [0,2n — 1], dla ktérych t € S+ k — dla kazdej reszty s € S istnieje bowiem
dokltadnie jedno k takie, ze s + k =t (mod 2n). Z jednej strony, laczna liczba
reszt, ktora nie nalezy do S i pojawia si¢ w zbiorze S + k przy pewnym k jest
rébwna x1 + 3 + ... + za, (liczac z powtdrzeniami). Z drugiej strony kazda
ustalona reszta spoza S pojawi sie co najmniej n razy. Poniewaz takich reszt
jest m otrzymujemy oszacowanie

T+ To+ ...+ Top > 0,

z ktorego wynika, ze x, > % = 5 dla pewnego 0 < k < 2n — 1. W zbiorze
SU(S+k) pojawia si¢ zatem co najmniej n+ 5 = %n réznych reszt modulo 2n.
Dowodzi to nieréwnosci o > g

Przypomnijmy, ze dla danej liczby pierwszej p reszte a modulo p nazywamy
resztq kwadratowq, gdy istnieje liczba catkowita z taka, ze pla — 2%. Rozwazmy
zbiér R C {0,1,2,. P 1} zlozony z wszystkich reszt kwadratowych modu-

pt

lo p. Zawiera on 55— elementéw. Aby wykaza¢ przeciwng nieréwnos¢ a <

wykazemy nastepujacy

3
2

Lemat. Niech p > 2 bedzie liczbg pierwszq oraz k € Z. Wowczas istnieje co
najmniej % par (x,y) € R X R, dla ktérych x — y = k (mod p).
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Dowdéd lematu. Jezeli k = 0 (mod p), to nie ma czego dowodzié¢, gdyz kazda
para postaci (z,z) stanowi rozwiazanie danej kongruencji. Zalézmy wiec, ze p

nie dzieli k i ustalmy a € {1,2,..., p;—l} Zauwazmy, ze biorac
k+ a? 2 k—a?\’
= d = d
T < 9 > (mod p), y 50 (mod p)
otrzymujemy

E+a2\> [k—a2\? 4ak
— = =k d p).
( 2a ) ( 2a ) 4a? (mod p)

k+a?
2a

2
Oczywiscie reszty ( ) sg resztami kwadratowymi. Zauwazmy ponadto, ze

jezelidla1l < a; < ag < p—;l spelniona jest kongruencja

k+ a? 2 k + a? 2
(St} = (552) Gmoay),

to ze wzoru na roznice kwadratéw dostajemy, ze

k+a? k+a3

= d
2a1 2(12 (HlO p)

lub N ) " )
+ ay + as

= - d .

2a1 2CL2 (HlO p)

Przeksztalcajac rownowaznie pierwsza z tych kongruencji otrzymujemy zalez-
no$é¢ 2(a; — az)(k — araz) =0 (mod p), a stad ay = % (mod p). Analogicznie
druga kongruencja przepisuje si¢ jako 2(a; 4+ az2)(k+ajaz) =0 (mod p) co daje
tym razem ag = _chl (mod p). Widzimy wiec, ze jesli dla a; < as otrzymujemy
ten sam zapis k w postaci réznicy reszt kwadratowych, to as = :l:% (mod p),
ale tylko jedna z tych dwéch reszt znajduje sie w zbiorze {1, 2, ..., %} Ozna-
cza to, ze biorac rézne a z tego zbioru otrzymujemy co najmniej % réznych
zapiséw k w postaci roznicy reszt kwadratowych. Konczy to dowdd lematu.
Rozwazmy teraz n = p dla liczby pierwszej p > 2. Niech

So={2z: 0<x <p-—1, x jest reszta kwadratowa modulo p}

Sp={2x+1: 0<a<p-—1, x jest reszta kwadratowa modulo p}.

Rozwazmy zbiér S = S; U Sy reszt modulo 2p. Poniewaz istnieje dokladnie
2L yeszt kwadratowych modulo p, zbiér S zawiera p + 1 elementéw. Ustalmy
dowolne k € {0,1,2,...,2p—1}ioszacujmy od géry liczbe réznych reszt modulo
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2p w zbiorze SU(S+k). Wystarczy w tym celu oszacowaé¢ od dotu liczbe réznych
reszt w zbiorze S N (S + k), gdyz te dwie liczby sumuja sie do 2p + 2.

Rozpatrzymy najpierw przypadek, w ktérym k = 2¢ dla pewnej liczby cal-
kowitej ¢. Kazda reszta w przecieciu Sp N (Sp + 2¢) odpowiada takim resztom
x,y € Sy, ze x —y = 2¢ (mod 2p). Zapisujac jednak x = 2x; i y = 2y; dana
kongruencja sprowadza si¢ do przystawania x7 — y;3 = ¢ (mod p), gdzie z1, y1
sg resztami kwadratowymi modulo p. Z udowodnionego lematu wynika istnie-
nie co najmniej % réznych par (z1,y1) € So X Sp o tej wlasnosci. Oznacza
to, ze zbidr, Sy N (Sp + 2¢) zawiera co najmniej ’)4;1 réznych reszt modulo 2p.
W analogiczny sposéb dowodzimy, ze zbiér Sy N (S7 + 2¢) zawiera co najmniej
% réznych reszt. Sa to reszty réznej parzystodci, a wiec w efekcie dostajemy,
ze w zbiorze SN (S +2¢) znajduje sie co najmniej pT_l réznych reszt modulo 2p.

W przypadku k = 2¢ 4+ 1 postepujemy podobnie, dowodzac tym razem, iz
w zbiorach So N (S1 + 20+ 1), S1 N (S + 2¢ + 1) znajduje si¢ co najmniej po
pT_l roznych reszt modulo 2p, przy czym w pierwszym przecigciu wystepuja
wylacznie reszty parzyste, a w drugim reszty nieparzyste. A wiec i w tym
wypadku zbiér SN(S+2¢+1) zawiera co najmniej %_1 réznych reszt modulo 2p.

Oznacza to, ze dla dowolnego k € {0,1,2,...2p — 1} w zbiorze SU (S + k)
znajduje sie co najwyzej 2p+ 2 — % = %p—l— g roznych reszt modulo 2p. Jezeli
ze zbioru S usuniemy dowolny element to powstaly zbiér oczywiscie réwniez
ma ta wlasnosé. To dowodzi, ze a < %, a wiec w efekcie o = % i rozwigzanie
zadania jest zakonczone.

21. Niech E bedzie suma mnogo$ciowa pewnej skonczonej liczby kot otwar-
tych na plaszczyznie. Udowodnié, ze z tych kot mozna wybraé parami roztaczne
kota K;, Ko, ..., K, takie, ze

EC CJ 3K,
i=1

gdzie jezeli K jest kotem otwartym o érodku S i promieniu r, to 3K jest kolem
otwartym o srodku S i promieniu 3r.

Rozwiazanie:

Niech K bedzie kolem o maksymalnym promieniu z danej rodziny koél.
Niech K9 bedzie kolem o maksymalnym promieniu, ktére jest roztaczne z Kj.
Podobnie, niech K3 bedzie kotem o maksymalnym promieniu, ktére jest roz-
taczne z K7 i K5. Kontynuujac w ten sposéb dopdki jest to mozliwe otrzymu-
jemy ciag parami roztacznych kot K, K,, ..., K,,. Wykazemy, ze posiada on
zadang wlasnosé.

Rozwazmy dowolny element = € E i udowodnijmy, ze z € |J;__, 3K;. Istnieje
takie koto K, ze x € K. Jezeli K = K, dla pewnego 1 < i < n, to nie ma
czego dowodzié. W przeciwnym wypadku, z konstrukeji kot Ky, Ky, ..., K,
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wynika, ze istnieje takie koto K;, ktérego promien jest nie mniejszy niz promien
K oraz K; N K # (. Wowczas oczywiscie K C 3K, a wiec z € 3K;. Konhczy to
rozwiazanie zadania.

22. Dowieéé, ze zbior rozwigzan nieréwnosci

x>
—

jest suma roztacznych przedzialéw o lacznej dtugosci rownej 2014.

Rozwiazanie:
Rozwazmy funkcje f: R\ {1,2,...,2013} — R okreslona jako

o3 2013
D=3

Funkcja f(z) przyjmuje wylacznie ujemne wartosci dla argumentéw ze zbioru
(—o0,1). Dla dowolnych liczb calkowitych 1 < n < 2012 oraz 1 < k < 2013
funkcja —£ jest $ciéle malejaca na przedziale (n,n + 1). Funkcja f(z) jest
zatem réwniez $cisle malejaca na kazdym przedziale tej postaci. Zauwazmy po-
nadto, ze lim,_,,+ f(x) = 400 oraz lim,_,(,11)- f(z) = —0c0. W szczegblnosci
w kazdym przedziale postaci (n,n + 1) istnieje dokladnie jedna liczba rzeczy-
wista x,, dla ktérej f(z,) = 0. Co wiecej, skoro lim,_, 9913+ f(2) = +00 oraz
lim, 400 f(2) = —%, a jednocze$nie funkcja f jest $cidle malejaca na prze-
dziale (2013, +00), to istnieje doktadnie jedna liczba rzeczywista za913 W tym
przedziale, dla ktérej f(x2013) = 0. Z monotonicznosci wynika ponadto, ze funk-
cja f jest nieujemna dokladnie na przedziatach (n,z,] dlan = 1,2,...,2013.
Naszym celem jest zatem wyznaczenie wartosci

(Il — 1) + (.’,Eg - 2) +...+ (I2013 - 2013) = (1‘1 +To+... —|—I2013) —2013-1007.

Zauwazmy, ze kazda z liczb x,, jest pierwiastkiem wielomianu

2013 2013

e~ ke

j=1 k=1 j#k

Poniewaz jest to wielomian stopnia 2013 liczby 1, x2,...,x013 Stanowia je-
go wszystkie pierwiastki. Aby wyznaczy¢ ich sume mozemy zastosowaé wzory
Viete’a. Wspétczynnik przy 22°'® w powyzszym wielomianie jest réwny 2013

zaé przy 22912 wynosi on

2013 2013
2013 1007 - 2013 - 2015
2 Z =D k== 3 :
k=1 k=1




Ze wzorow Viete’a wynika wiec rownosé
T1 4+ To + ...+ 19913 = 1007 - 2015.

Ostatecznie
(.1'1 +ZTo+ ...+ 1‘2013) — 2013 - 1007 = 2014,

co nalezalo udowodnié.

23. Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD. Punkty E i F to
odpowiednio punkty przeciecia prostych AC z BD oraz AD z BC. Okregi
opisane na trojkatach ADE i BCFE przecinaja sie w punkcie G # E. Wykazaé,
ze /AFE = /GFB.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze

/ZGAD =180° — LDEG = /BEG = Z/BCG = 180° — ZGCF,

skad wniosek, ze na czworokacie AGCF mozna opisa¢ okrag. Analogicznie uza-
sadniamy, ze na czworokacie BGDF mozna opisa¢ okrag. W takim razie

LGAC = LGFC = /AGFB=a oraz £LGCA=/AGBD = /ZGFD = f.

Niech M bedzie érodkiem odcinka C'D. Z twierdzenia Talesa dostajemy, ze
AD

9F = g—g. W takim razie
DM BC AF )
CM BF AD
wiec na mocy twierdzenia Cevy dla tréjkata CDF proste AC, BD i FM prze-
cinaja si¢ w punkcie F.
Niech teraz ZAFE = o' i ZBFE = 3. Z twierdzenia sinuséw dla tréjkatéw
DFM i CFM otrzymujemy

DM sin o’ CM sin 3’
= ora: = .
DF ~ sinZDMF % CF ~ snZCMF
Stad dostajemy
CF  sind
DF  sing'’
Z twierdzenia sinuséw dla tréjkata AGC otrzymujemy
% _ sina
AG  sinfg’
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Ponadto z réwnosci Z/GAC = /GDB i /GCA = ZGBD wynika, ze trjkaty
AGC i DGB sg podobne. Stad otrzymujemy, ze

LAGD = LAGC — £/DGC = £BGD — £ZDGC = ZBGC

oraz % = %, wiec tréjkaty AGD i CGB sa podobne. Zatem §¢ = B¢,

AG
Z powyzszych zaleznosci i twierdzenia Talesa mozemy napisaé

sina  GC BC CF _ sind

sin  AG AD DF sinf’

Pozostaje zauwazy¢, ze wobec réwnosci a + 3 = o/ + 3 = ¢ oraz monoto-

nicznoéci funkcji Sins(i;fz) w przedziale (0, ), gdzie ¢ < m (0 czym nietrudno

sie przekonadé liczac pochodna), otrzymujemy o = o/, co koficzy rozwiazanie.

24. Dany jest ciag (F,)52, zadany poprzez warunki F} = Fp = 1 oraz
Foio = F, + Fy41 dlan > 1. Udowodni¢, ze dla dowolnych liczb catkowitych
dodatnich a, k istnieje liczba catkowita dodatnia n taka, ze F}, = a (mod 5%).

Rozwigzanie:

Ustalmy liczbe catkowita dodatnia a. Za pomoca indukcji po £ > 1 udo-
wodnimy istnienie liczby naturalnej n > 2k + 1, dla ktérej F,, = a (mod 5¥).
Dla k = 1 wystarczy rozwazy¢ liczby F,, dla n € {3,4,5,8,9}. Zalézmy zatem,
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ze F,, = a (mod 5%) dla pewnej liczby catkowitej n > 2k + 1. Zauwazmy, ze
wystarczy wykazadé, iz liczby ze zbioru

S ={Firas 1 1<t <5}

daja parami rézne reszty z dzielenia przez 581 oraz ze wszystkie one przystaja
do @ modulo 5*. Wéwezas bowiem doktadnie jedna z nich przystaje do a modulo
58F1 i oczywiscie w kazdym przypadku indeks jest wickszy niz 2k + 3. Aby
to udowodnié¢ wykorzystamy wzér ogédlny na n-ty wyraz ciagu Fibonacciego
(zwany wzorem Bineta)

1 ((1+v5\" (1-v5\" 1 N
F"_\/5<< 2 >_< 2 >>_2ﬂ—1 ar (2i—|—1>5_

_on n 5 n 5
- on—1 on—1 port 2%+ 3 :

W dalszej czesci rozwiazania bedziemy postugiwali sie zapisem reszt modulo

5% w postaci % Przypomnijmy, ze jezeli y nie dzieli sie przez 5, to przez %
rozumiemy jedyna taka reszte z, ze zy = x (mod 5¥).

Skoro n > 2k + 1, to i réwniez [§] —2 > k — 1, a zatem

n 5 n ,
Fp=o—+ ( ) >5’ (mod 5%).
i=0
Wykazemy teraz, ze jezeli m € S, to

n ) m )
= ' d 5).
<2¢+3>5 (2i+3>5 (mod 5%)

Zauwazmy bowiem, ze dla ustalonego 0 < ¢ < k — 1 zachodzi rownosé

<2ij—3)5i An(n—l)..é(n—%—Q)

dla pewnych A, B € Z takich, ze liczba B nie dzieli si¢ przez 5. Dla 7 € {0,1}
jest to jasne, za$ dla i > 1 wynika to z faktu, ze liczba 5 dzieli liczbe (2i + 3)!

w potedze
21+ 3 2i+3 1 1
2i -+ =4+...) =
{ 3 J‘F{ w2 J+ <(z+3)(5+52+ )

1
=, @i+3)<i
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Zadane przystawanie wynika zatem z pomnozenia stronami przez 7 oczywistej
kongruencji

nn—1)...(n—2i—2)=m(m—1)...(m—2i—2) (mod 5%).

Zauwazmy dalej, ze 4-5* | m —n dla dowolnego m € S. Skoro 4 -5% = (5++1),
to z twierdzenia Eulera wynika wiec przystawanie 2! = 2"~! (mod 5F*1).
FLaczac to z udowodniong wczesniej kongruencja otrzymujemy

k—1

k—1
5 m . 5 n .
- 51 = _ 51 d 5k+1
gm—1 ;0 (Qi + 3) gn—1 ;0 (Qi + 3) (mo )

(zwréémy uwage na czynnik 5 przed suma). Dla dowolnego m € S mamy
oczywiscie n = m (mod 5%) i w efekcie

kol k-1
om—1 om—1 t= —— - i d k
om—1 + om—1 ; (2i—|—3>5 on—1 + on—1 ;:0 (2i n 3>5 (mod 5%),

co daje nam F,, = F,, (mod 5*). Co wiecej, jezeli my, my € S oraz my # ma,
to my # my (mod 5%1). Poniewaz wszystkie pozostale wyrazenia w rozwaza-
nych sumach dla m; i mo dajg ta sama reszte z dzielenia przez 5!, mamy
w szczegblnosci F,, # Frn,, (mod 551). Udowodniliémy w ten sposéb, iz licz-
by ze zbioru S daja parami rézne reszty z dzielenia przez 551 i ze przystaja
one do a modulo 5*. Konczy to dowéd indukcyjny i rozwiazanie zadania.

25. Dla danej liczby catkowitej dodatniej n niech p(n) oznacza liczbe liczb
w przedziale [1,n], ktére mozna przedstawi¢ w postaci a* dla pewnej liczby
naturalnej a oraz liczby catkowitej k > 2. Dowiesé, ze dla nieskonczenie wielu n,
liczba —~ jest calkowita.

p(n)
Rozwiazanie:
Udowodnimy najpierw, ze lim,, @ = 0. Zauwazmy w tym celu, ze dla

ustalonej liczby catkowitej k > 2 istnieje dokladnie | &/n] liczb w przedziale
[1,n], ktére mozna zapisa¢ w postaci a¥. Co wiecej, jezeli dla pewnego k liczba
a* nalezy do przedziatu [1,n] oraz a > 2, to k < logy n. Otrzymujemy zatem
nieré6wnoéc

p(n) < vVn+ In+...+ =23/n < logy nyn.
P

A zatem lim,_, o0 Tn) = lim,, 00

logon 0

Rozwazmy teraz dowolng liczbe catkowita m > 1. Wykazemy, ze istnieje
liczba naturalna n, dla ktérej ﬁ = m. Z poprzedniego fragmentu wynika, ze

dla odpowiednio duzych n zachodzi nieréwnosé @ < % Rozwazmy zatem

najwieksza liczbe naturalng N, dla ktorej w > % Jezeli zachodzi rownosé,
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to teza jest spelniona. Przyjmijmy wiec, ze prawdziwa jest nieréwnosé ostra.

Mamy wéwczas
p(N) _ 1 _p(N+1)

N m ” N+1
Wtedy jednak z jednej strony

N+1>mp(N +1) > mp(N),

a z drugiej mp(N) > N. Jest to sprzeczno$é, gdyz liczba mp(IN) jest catkowita.

To dowodzi, ze % = m i kohczy rozwiazanie zadania.

26. Dany jest wielokat wypukly W oraz punkt P w jego wnetrzu o naste-
pujacej wlasnosci: dowolna prosta przechodzaca przez P dzieli obwéd W na
dwie réwne czesci. Udowodnié¢, ze wielokat W jest Srodkowosymetryczny.

Rozwiazanie:

Zalézmy, ze prosta k przechodzaca przez P przecina dwa boki wielokata
W w ich punktach wewnetrznych Ay, As. Obracajac prosta k w punkcie P
o odpowiednio maly kat otrzymujemy prosta, ktéra w dalszym ciagu przecina
te same boki W w ich wnetrzu w punktach By, By. Poniewaz obie te proste
dziela obwod na polowy zachodzi réwnoéé dlugosci odcinkéw A1 By = Ay Bs.
Rozwazmy teraz prosta, ktéra jest dwusieczng katéw Ay PB oraz A PBs i za-
16zmy, ze przecina ona odcinki Ay By, A2 By odpowiednio w punktach X7, X5.
Poniewaz ona réwniez dzieli obwdéd na polowe zachodza rownosci odcinkéw
A1 X1 = Ay X5 oraz B1 X1 = By X5, Z twierdzenia o dwusiecznej mamy wiec

Alp A1X1 A2X2 AQP

BiP  B1X; ByXy BoP’

Zatem tréjkaty A1 PB; i A3 PBs sa podobne, gdyz LA PBy, = ZA3PBs. To
dowodzi, ze proste A1 By i AsBs, a wiec réwniez odpowiadajace boki wielokata
W, sa réwnolegle.

By Xy A

A1 Xl Bl

Wykazemy teraz, ze prosta przechodzaca przez P i pewien wierzcholek A
wielokata W nie moze przecinaé¢ zadnego innego boku w jego punkcie wewnetrz-
nym. Zalézmy bowiem, ze AB i AC sg bokami W o koncu w A oraz prosta AP
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przecina pewien bok E'F w jego punkcie wewnetrznym. Obracajac prosta AP
w punkcie P o odpowiednio maly kat raz zgodnie z ruchem wskazéwek zegara,
a raz przeciwnie dostajemy proste, ktére przecinaja pary bokéw (AB, EF) oraz
(AC, EF) w ich punktach wewnetrznych. Z poprzedniego fragmentu rozumo-
wania wynika wiec, ze AB || EF || AC, co oczywiscie jest niemozliwe.

A C

F
E

Rozwazmy wiec ostatecznie dowolne dwa boki A; By, As By wielokata W,
ktore sa jednoczesnie przecinane przez pewna prosta przechodzaca przez P
w ich punktach wewnetrznych. Z poprzedniego fragmentu rozumowania wy-
nika, ze wierzchotki tych odcinkéw sa wspotliniowe z P. Bez straty ogdlno-
$ci, przyjmijmy, ze na jednej prostej leza punkty A;, P, As oraz By, P, Bs.
Z wlasnosci polowienia obwodu mamy woéwczas A1 By = Ay Bs. Poniewaz pro-
ste A1 By, AgBs sa réwnolegle, czworokat A; By A3 By jest réwnoleglobokiem
o $rodku symetrii w punkcie P. Pozostaje zauwazy¢, ze oznacza to, iz P jest
srodkiem symetrii calego wielokata — bok A;B; mozna bowiem wybraé do-
wolnie. To konczy dowod.

27. Dana jest n-wymiarowa szachownica o wymiarach k x k x ... x k. Na
niektérych jej polach stoja wieze. Méwimy, ze dwie wieze sie bija, gdy stoja na
polach, ktére maja wspdlng pewna wspélrzedna. Udowodnié, ze dla dowolnej
liczby catkowitej nieujemnej s, sposréd sk™ 1 + 1 wiez na szachownicy mozna
wybra¢ s + 1, z ktérych zadne dwie si¢ nie bija.

Rozwigzanie:
Kazde pole na danej n-wymiarowej szachownicy mozna utozsamié¢ z n-
elementowym ciagiem o wyrazach ze zbioru {0, 1,2,...,k —1}. Dwie wieze sto-

jace na polach, ktére odpowiadaja ciagom (z1,Z2,...,Zn), (Y1,Y2,-..,Yn) bija
sie wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego 1 < i < n zachodzi réwnos$é¢ z; = ;.
Musimy wiec wykazaé, ze z dowolnego zbioru sk ! +1 ciggdéw n-elementowych

o wyrazach ze zbioru {0,1,2,..., k — 1} mozna wybraé¢ s+ 1, w taki sposéb, ze
dowolne dwa z wybranych ciagéw réznig sie na kazdej wspdlrzedne;j.
Powiemy, ze dwa ciagi (21, X2, ..., Zn), (Y1,Y2, .., Yn) sa zgodne jesli istnie-

je taka liczba catkowita r, ze y; = x; +r (mod k) dla dowolnego i = 1,2,...,n.
Oczywiscie kazdy ciag jest zgodny sam ze soba i jest to relacja symetryczna. La-
two ponadto zauwazy¢, jezeli zgodne sa ciagi (x1,x2,...,%n) 2 (Y1,Y2, - Yn)
oraz (Y1,Y2,---,Yn) 2 (21,22,...,2n), to clagi o wyrazach x;, z; réwniez sa
zgodne. Oznacza to, ze zbidr wszystkich ciagéw n-elementowych o wyrazach ze
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zbioru {0,1,2,..., k—1} mozna podzieli¢ na klasy, w taki sposéb, ze dwa ciagi
naleza do jednej klasy wtedy i tylko wtedy, gdy sa zgodne. Poniewaz wszyst-
kich rozwazanych ciagdéw jest k", a dla danego ciggu istnieje doktadnie k ciggdw
z nim zgodnych (liczac réwniez jego), to takich klas jest doktadnie k" 1. Z zasa-
dy szufladkowej Dirichleta wynika wiec, ze z dowolnego zbioru sk™ ' +1 ciggéw
pewne s+ 1 znajduje sie w jednej klasie, czyli sg one parami zgodne. Pozostaje
zauwazy¢, ze dwa rézne ciagi zgodne réznia sie na kazdej wspélrzednej. Konczy
to rozwiazanie zadania.

28. Wykazaé, ze dla dowolnej funkcji f : R — R istnieja liczby rzeczywiste
x, y takie, ze

fxz=f)>yflz)+=

Rozwiazanie:

Dla dowodu nie wprost zalézmy, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y
spelniona jest nieréwnos$¢ f (z — f(y)) < yf(x) + x. Podstawiajac = + f(y) za
x otrzymujemy

f@) <yflz+fy)+2+ fy), (1)
co dla y = 0 daje f(x) < =+ f(0). W szczegblnosci, jezeli z < —f(0), to
f(z) <0.

Niech r = —1 — f(0). Udowodnimy, ze jezeli y > 0 > f(y), toy < r — f(r).

Istotnie, podstawiajac x = r do réwnosci 1 dostajemy

fr) <yflr+fy)+r+fy) <ylr+fy)+f0)+r <y@r+£(0)+r = —y+r,

skad bezposrednio wynika zadana nieréwnosé. WykazaliSmy w ten sposob, ze
jezeli ¢ = max{r — f(r),0} + 1 oraz = > ¢, to f(z) > 0.

WeZmy teraz dowolng liczbe rzeczywista y, taka, ze y < min{— f(0), —ﬁ}
oraz przyjmijmy z = ¢ — f(y). Poniewaz y < —f(0) mamy f(y) < 0, a wiec
réwniez x > c. Liczba f(z) jest zatem dodatnia. Z wyj$ciowego réwnania mamy
jednak

f(@) = Fle— F(u) <yf(e) +e <0,

co oznacza, ze liczba f(x) jest niedodatnia. OtrzymaliSmy sprzecznosé, ktéra
konczy dowdd nie wprost i rozwiazanie zadania.

29. Dany jest skonczony zbiér oséb S o nastepujacej wlasnosci: dowolne
dwie osoby o tej samej liczbie znajomych w S nie maja wspoélnych znajomych
w S. Udowodnié, ze jezeli w S istnieje osoba, ktéra ma przynajmniej jednego
znajomego, to w S istnieje réwniez osoba, ktéra posiada dokladnie jednego
znajomego.

Rozwigzanie:
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Rozwazmy osobe A ze zbioru S, ktéra posiada maksymalna mozliwg liczbe
n znajomych. Z zalozenia zadania wynika, ze n > 0. Oznaczmy znajomych A
jako A1, As, ..., A, izauwazmy, ze dla dowolnych 1 <4 < j < n osoby A;, 4;
posiadaja rozne liczby znajomych — A jest bowiem ich wspdélnym znajomym.
Oczywiscie, kazda osoba A; posiada niezerowa liczbe znajomych, gdyz A jest
jej znajomym. Co wiecej, zadna z oséb A; nie posiada wigcej niz n znajomych,
gdyz przeczyloby to wyborowi A. Skoro liczba znajomych kazdej z n oséb A;
nalezy do zbioru {1,2,...,n} i zadne dwie osoby nie posiadaja tej samej liczby
znajomych, to istnieje osoba A;, ktéra posiada doktadnie jednego znajomego.
Konczy to dowdd.

30. Dane sg liczby calkowite dodatnie a, b, ¢, dla ktérych liczba a® — be jest
kwadratem liczby calkowitej. Wykazaé, ze liczba 2a + b + ¢ jest zlozona.

Rozwiazanie:

Niech a? — bc = 22 dla pewnej liczby calkowitej > 0 oraz zalézmy, ze
2a + b + ¢ = p dla pewnej liczby pierwszej p. Odejmujac b + ¢ od obu stron
réwnosci i podnoszac do kwadratu dostajemy zaleznosé

4a® = (b+c)? — 2p(b + ¢) + p*.
Wykorzystujac pierwsza réwnosé otrzymujemy
422 + 4be = (b+¢)? — 2p(b + ¢) + p?,

czyli
42% = (b—c)* = 2p(b+c) + p?

lub ostatecznie
2x—b+c)(2x+b—c)=plp—2b—2c).

W szczegdlnodci p dzieli jeden z czynnikéw wystepujacych po lewej stronie
rownosci. Ze wzgledu na symetrie zadania wzgledem b i ¢ mozemy zalozy¢, ze
p | 22 — b+ ¢. Zauwazmy, ze liczba 2z — b + ¢ nie jest réwna 0, gdyz czynniki
wystepujace po prawej stronie réwnosci sa rézne od 0 (p jest liczba pierwsza
wigksza od 2, a wiec nie jest réwna liczbie parzystej 20+ 2¢). Zalézmy najpierw,
ze 2x+b—c > 0. Z podzielnoéci p | 2z — b+ ¢ wynika w tej sytuacji oszacowanie
p < 2x — b+ c. Z nieréwnoéci a > z dostajemy jednak

20 +b+c=p<2xr—b+c<2a—-b+c<22a+b+c
co oznacza sprzecznosé. Jesli zas 2z +b— ¢ < 0, to

204+b+c=p< —2x+b—c
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co daje nam 2a + 2c¢ + 2z < 0, a to jest oczywiscie niemozliwe. Otrzymana
sprzeczno$é¢ konczy rozwiazanie zadania.

31. Dana jest liczba rzeczywista a > 3 i wielomian P stopnia n o wspotczyn-
nikach rzeczywistych. Wykazaé, ze dla pewnej liczby catkowitej 0 < i< n+1
zachodzi nieréwnoéé |a* — P(i)| > 1.

Rozwigzanie:

Zatézmy, ze dla dowolnej liczby caltkowitej 0 < 7 < n zachodzi nieréwnosc¢
la? — P(i)] < 1. Udowodnimy, ze wowczas [a" Tt — P(n+1)| > 1.

Zastosujemy wzor interpolacyjny Lagrange’a dla wielomianu P w punk-
tach 0,1,2,...,n. Wynika z niego réwno$c¢

j2i(T—J)
ZP n;"é 12'(71—@)'

n

P(z) = ZP(% H

W szczegdlnosci

- Hj J(n+1-7) = n+ 1)!

Mamy zatem

[P(n+1) —a™*| =

P(n+1)—(a—1)"*" - Zn:(—l)”"'al (n + 1)

=0
= Z( 1" Z(P(%)—a")(”“)-( e

Konczy to rozwigzanie zadania.

32. Punkt P nalezy do tego tuku BC' okregu opisanego na tréjkacie ABC,
do ktérego nie nalezy punkt A. Punkty I, I sa srodkami okregdéw wpisanych
odpowiednio w tréjkaty PAB i PAC. DowieS¢, ze przy ustalonych punktach A,
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B, C i zmieniajacym si¢ punkcie P, okregi opisane na tréjkatach PI;I; maja
punkt wspélny.

Rozwigzanie:

Przyjmijmy, ze proste PI; i PI, przecinaja okrag o opisany na trdjkacie
ABC odpowiednio w punktach X i Y. Z lematu o trojlisciu mamy ;1 X = AX
i LY = AY. Zal6zmy, ze okrag opisany na tréjkacie PI;I, przecina okrag o
w punkcie S # P. Zachodza réwnoéci

/L XS =/PXS=/PYS=/LYS
oraz
/XIS =180° — ZPLLS =180° — LPI,S = /Y I, S,
skad wynika, ze trojkaty X1;.S i Y155 sg podobne. W takim razie
XS XI, AX

YS Y, AY
Jedli teraz okrag opisany na tréjkacie PIiIs jest styczny do okregu o, to przyj-
mijmy S = P i korzystajac z jednokladnos$ci w punkcie S przeprowadzajacej
jeden z tych okregéw na drugi rowniez uzyskujemy

XS XL,  AX

YS YL, Ay’

Jedli AX = AY | to XS = Y S, wiec punkt S jest punktem przeciecia sy-
metralnej odcinka XY z okregiem o, r6znym od A. W przeciwnym przypadku
punkt S jest drugim punktem przeciecia okregu Apoloniusza dla punktéw X
i Y przechodzacego przez punkt A z okregiem o. Poniewaz punkty X i Y
sa stale (sa to srodki odpowiednio tukéw AB i AC nie zawierajacych pozosta-
lych wierzchotkéw tréjkata ABC), to otrzymany punkt jest szukanym punktem
wspélnym wszystkich rozwazanych w tresci zadania okregow.
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Pierwszy Mecz Matematyczny

1. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n liczba n” + 7
nie jest kwadratem liczby catkowitej.

Rozwiazanie:

Zalbézmy, ze dla pewnych liczb catkowitych dodatnich n, x zachodzi réwnosé
n’ 4+ 7 = x2. Zauwazmy, ze skoro kwadraty liczb calkowitych daja reszte 0 lub
1 z dzielenia przez 4, to n daje reszte 1 z dzielenia przez 4. Jesli bowiem 2 | n,
ton” +7 =3 (mod 4). Jedli zas n =3 (mod 4), ton” +7=3+7 =2 (mod 4).
Dowodzi to, ze n =1 (mod 4). Mamy réwniez

n" +128 =n" 4+ 27 = (n +2)(n% — 2n° + 4n* — 8n> 4 160 — 32n + 64) =
= 2?4+ 121 = 2% + 112,

Liczba n+ 2 daje reszte 3 z dzielenia przez 4, a zatem posiada réwniez dzielnik
pierwszy p o tej wlasnosci. Wykazemy, ze p = 11. Istotnie, zalézmy, ze p # 11.
Skoro p | 2% + 11, to oczywiécie p nie dzieli x. Kongruencje

> =—(11)* (mod p)

mozemy wiec podniesé stronami do nieparzystej potegi % i skorzysta¢ z ma-
tego twierdzenia Fermata otrzymujac

l=aPt= (—1)]%1(11)”71 = (—1);)2;1 =—-1 (mod p).
Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze p = 11.
W szcezegblnodci mamy wige n = —2 (mod 11). W tej sytuacji

A=n%—2n°+4n* — 80> +16n% — 32n + 64 =

=204204 . 420=7.202£0 (mod 11).

Co wiecej
A=n®—2°=1-2=3 (mod 4),

a zatem A posiada dzielnik pierwszy g, ktory jest postaci 4k + 3. Poniewaz 11
nie dzieli A mamy ¢ # 11. Skoro jednak ¢ | 22 + 112, to mozemy dojéé do
sprzecznosci postepujac analogicznie jak w poprzednim fragmencie rozumowa-
nia. Konczy to dowdd nie wprost.

2. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n liczba

100" £ 101" 410" —1
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jest ztozona.

Rozwigzanie:
Niech k > 0 bedzie najwyzsza potega liczby 2, ktéra dzieli n. Wykazemy,
7e liczba 1010"" 410" 410" — 1 dzieli sie przez liczbe 102" 4+ 1.
Zapiszmy w tym celu n w postaci n = 2%-m, gdzie m jest liczbg nieparzysta.
Woéwezas
10" =10m2" = (-1)" = -1 (mod 102" +1).

Co wiecej

101 = 10" = (10")’,

me k
gdzie r = 102k2 = 5m2* . gm-2"—k jest liczbg parzysta, gdyz m -2F —k > 0 dla

dowolnych liczb catkowitych k > 0 oraz m > 1. A zatem

100" = (=1)" =1 (mod 102° +1).

W podobny sposéb dowodzimy przystawanie 100" =1 (mod 102k+1). Mamy
wiec

101" £ 1010" £ 10" ~1=141-1-1=0 (mod 10* +1).
Pozostaje zauwazy¢, ze skoro
1<10% +1<10" +1 <10 410" 410" — 1,

to liczba 102" +1 jest nietrywialnym dzielnikiem liczby 1010 +1010" +10" —1.
Koficzy to dowdd.

3. Rozstrzygnad, czy istnieje nieskonczony zbiér S liczb catkowitych do-
datnich o nastepujacej wlasnosci: dla dowolnych liczb a,b € S takich, ze a # b
liczba a+b nie posiada dzielnika bedacego kwadratem liczby catkowitej wiekszej
od 1.

Rozwiazanie:

Wykazemy, zZe istnieje zbiér S o zadanych wlasnosciach. Przypomnijmy, ze
jesli liczba catkowita dodatnia n nie ma dzielnika bedacego kwadratem liczby
catkowitej wiekszej od 1, to nazywamy ja bezkwadratowg. Wykazemy, ze istnieje
nieskonczony ciag liczb catkowitych dodatnich 1 = a1 < 2 =as < a3 < ... taki,
ze liczba a; 4 a; jest bezkwadratowa dla dowolnych indekséw i # j.

Konstrukcja tego ciagu bedzie przebiegaé¢ indukcyjnie. Zatézmy, ze liczby
1l =a1 < 2=uay < az < ... < a, spelniaja zadany warunek dla k > 2.
Wystarczy dowie$¢, ze mozna dobraé liczbe catkowita dodatnia ary1 w taki
sposob, ze liczby a; + apy1 sa bezkwadratowe dla i =1,2,... k.
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Bedziemy rozwazaé ag41 postaci a1 =1+ Mz, dla
M = ((a1 +az + ...+ ap + 2k))?

i pewnej liczby catkowitej dodatniej x. Ustalmy 1 < ¢ < k. Z wyboru liczby M
wynika podzielno$é 14a; | M. Zauwazmy ponadto, ze liczby f‘f:f +1 oraz M sa
wzglednie pierwsze. Zalézmy bowiem, ze istnieje liczba pierwsza p taka, ze p | M
oraz p | f‘f; + 1. Z wyboru liczby M latwo widaé, ze kazdy dzielnik pierwszy
liczby 1 + a; wystepuje w rozkladzie M z potega przynajmniej dwukrotnie
wieksza. W szczegdlnosci, jezeli p | M, to réwniez p | 1]_%;” Otrzymujemy wiec,
ze p | 1, czyli sprzecznos$é. Dowodzi to naszego stwierdzenia.

Dla dowolnego 1 < ¢ < £ mamy

Mx
a;+agr1=1+a;+ Mz =(1+a;) <1+ai+1>.

Jezeli powyzsza liczba nie jest bezkwadratowa, to posiada ona dzielnik postaci
p? dla pewnej liczby pierwszej p. Jest on dzielnikiem liczby f‘fz + 1, gdyz
na mocy zatozenia indukcyjnego liczba 1 + a; = a1 + a; jest bezkwadratowa.
W szczegdlnosci, skoro liczby f‘f{f + 1, M sa wglednie pierwsze, to p > 2k.

Rozwazmy x z przedziatu [1, N] dla pewnej duzej liczby naturalnej N. Udo-
wodnimy, ze dla odpowiedniego wyboru « liczba a; + a1 jest bezkwadratowa
dla dowolnego 1 < i < k. Jezeli liczba = nie spelnia tego warunku, to istnieje
indeks 1 < i < k oraz liczba pierwsza p taka, ze p? | 1 + Mx + a;. Laczac

nieréwnosé

PP <1+ Mz+a; < M(N+1)

z poprzednig obserwacjg dostajemy obustronne oszacowanie

2k <p<+/M(N+1).

Jasne jest, ze w przedziale [1, N] istnieje co najwyzej 1% + 1 wartosci z, dla
ktérych p? | 1 + Mz + a;. Mozemy zatem oszacowaé od gory liczbe tych x,
ktére nie spelniaja zadanego warunku przez wyrazenie

k VM(N+1)-1 N VM(N+1)-1 N
Z Z <p2+1)—k. Z (p2+1><

p=2k+1

1
LS
P>2]€ p< /M(N+1)

Zauwazmy jednak, ze dla dowolnej liczby catkowitej p > 1 prawdziwa jest
nier6wnoéc p% < p(pl—l) = zﬁ - %. W szczegdlnodei

DI ol (RN & Py (8 NS N Y (I Ly, oL
p? p—1 p) \2k 2k+1 2k+1 2k+2) 7 T2k

p>2k p>2k

48



Zachodzi wigc nieréwnosé

1 N
E-(NY S+ Y 1 <5 +kV/M(N +1).
p>2kp p< /M(N—l-l)

Pozostaje zauwazy¢, ze skoro liczby k i M sa ustalone, to dla odpowiednio
duzej liczby naturalnej N powyzsze wyrazenie jest mniejsze niz N. W prze-
dziale [1, N] istnieje wowezas liczba z, ktéra spelnia zadany warunek. Konczy
to rozwiazanie zadania.

4. W tablicy
a1 ai2 Qi3
az1 az2 G23
asz1 as2 az;3

takiej, ze a;; € N dla (i,j) € N2, kazda liczba calkowita dodatnia wystepu-
je dokladnie 2014 razy. Dowieéé, ze dla pewnej pary (m,n) € N? zachodzi
nieré6wnosé a, , > mn.

Rozwiazanie:

Dla dowodu nie wprost zalézmy, iz dla dowolnej pary (m,n) € N? zacho-
dzi nier6wno$¢ a, , < mn. Wykorzystamy znany fakt analizy matematycznej:
szereg harmoniczny ZZO=1 % odwrotnosci kolejnych liczb naturalnych jest roz-
biezny. Z owego faktu wynika w szczegdlnosci istnienie liczby naturalnej N, dla
ktérej S0 1 > 2015.

Rozwazmy liczbe par (m,n) € N2, dla ktérej prawdziwa jest nieréwno$é
amn < N. Z jednej strony kazda liczba ze zbioru {1,2,..., N} pojawia si¢
w danej tablicy dokladnie 2014 razy, a wigc owa nieréwnos¢ spelniona jest dla
dokladnie 2014N par (m,n) € N2, Z drugiej strony liczba takich par jest nie
mniejsza niz liczba par (m,n) € N2, dla ktérych mn < N. Latwo zauwazy¢,
ze dla ustalonego n w zakresie od 1 do N mozemy dobraé¢ dokladnie \_%j
liczb naturalnych m tak, aby spelniona byla nieréwnos¢ mn < N. Zliczajac po
wszystkich n od 1 do N otrzymujemy, iz liczba takich par jest réwna

nﬁlm 2%(:—1>=N<§:i—1> > 2014N.

n=1 n=1

Otrzymali$my sprzecznosé, ktéra konczy dowdd nie wprost.

5. Udowodni¢, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢, d > 0 prawdziwa jest nieréwnosc¢

(a+b)(b+ c)(c+d)(d+ a)(1+ Vabed)* > 16abed(1 + a)(1 + b)(1 + ¢)(1 + d).
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Rozwiazanie:
Wykazemy nastepujacy

Lemat. Dla dowolnych liczb dodatnich x, y prawdziwa jest nieréwnosé

T+y S 2\/ry
A+2)(1+y) = 1+ yay)?*

Dowdd lematu. Po przemnozeniu przez mianowniki i uproszczeniu wyrazéw
podobnych dana nieréwnos¢ sprowadza sie do postaci

22y +xy’ + x4y > 2023y 4+ 2./77.

Pozostaje zauwazyé, ze na mocy nieréwnosci miedzy $rednia arytmetyczna
a geometryczng prawdziwe sa zaleznosci

22y 4+ ay® > 222y ay? = 2/23y3  oraz x4y > 27y,

Dowodzi to lematu.
Przechodzimy do gléwnej czeéci rozwiazania. Korzystajac z lematu otrzy-
mujemy
(a+b)(b+c)(c+d)(d+a) a+b c+d

A+a)d+0)(1+0(l+d) (+a)(1+d)A+c)(1+d) (b+c)(a+d) >

N 2ab  2Ved (bt c)(atd) - 4v/abed(b + ¢)(a + d) ’
(14++Vab)? (14 Ved)? (14 Vab)2(1 + ved)?
Z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza wynika, ze (b+c¢)(a +d) > (Vab + Ved)?.

Laczac to z udowodnionym przez nas lematem dla x = vab oraz y = Ved
dostajemy

4vabed(b + ¢)(a + d) < 4v/abed(vVab + V'cd)? S
(1+Vab)2(1 +vVed)? ~ (1+ vVab)2(1 + Ved)2 ~
< (4Vabed) - (2V abed)? _ 16abcd

(1 + Vabed)4 (1 + vabed)*

WykazaliSmy w ten sposéb, ze

(a+b)(b+c)(c+d)(d+ a) < 16abced
(1+a)1+b)(1+c)1+d) ~ (1+ Vabed)*’

co jest rownowazne tezie zadania.
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6. Szachownice n x n pokryto tréjkatami o wierzchotkach w punktach kra-
towych i o polu réwnym % Dowiesé, ze co najmniej 2n z tych tréjkatow jest
prostokatnych.

Rozwigzanie:

Udowodnimy nastepujacy

Lemat. Jezeli wierzcholki tréjkata ABC' znajduja sie w punktach krato-
wych i jego pole jest réwne %7 to trojkat ABC nie jest ostrokatny.

Dowdd lematu. Przyjmijmy, ze wspoOlrzedne punktéw A, B, C, to odpo-
wiednio (0,0), (z,y), (a,b) i zalézmy, ze trojkat ABC' jest ostrokatny. Wow-
czas iloczyn skalarny dowolnej pary bokéw jest dodatni, co mozemy przepisaé
w postaci nieréwnoéci

ax +by >0, —z(a—z)—ylb-y)>0, —alzx—a)—bly—>b)>0
lub réwnowaznie
ar +by >0, 2>+y*>ax+by, o +b>>ax+by.

Ze wzoru na pole tréjkata wiemy ponadto, ze |ay — bz| = 1. Wykorzystujac
znang tozsamosé na iloczyn sum kwadratéw otrzymujemy

(2 +y*)(a® + b%) = (az + by)® + (ay — bx)® = (ax + by)* + 1.
Skoro wszystkie liczby a, b, x, y sa calkowite, to z drugiej strony mamy jednak
(ax +by) > +1< (2 + 2 - D)@+ -1)+1=

= (@ +y)(@®+ ") + (1= (2® +¢7)) + (1 — (a® + b)) < (2% +y%)(a® + V7).

Powyzsze nieréwnoéci sa wiec w rzeczywistosci réwnosciami. W szczegdélnosci
ar+by=a’+y’ —1=a’>+b>—-1=0,

a to jest niemozliwe, gdyz liczba ax + by jest dodatnia. Otrzymana sprzecznosé
konczy dowdd lematu.

W pierwszym kroku wtasciwiej czesci rozwiazania pokazemy jak przeksztal-
ci¢ podane pokrycie szachownicy trojkatami w pokrycie o tej samej liczbie
tréjkatéw prostokatnych, a skladajace sie jedynie z dwéch typdw trdjkatow:
prostokatnego o bokach 1,1,1/2 lub tréjkata o bokach 1,2, /5.

Ze wszystkich trojkatéw wystepujacych w pokryciu wybierzmy tréjkat ABC,
ktérego jeden z bokéw posiada maksymalng mozliwg dlugosé, niech bedzie to
bok AB. Oczywiscie dlugosé odcinka AB jest wigksza niz 1, a wiec w szcze-
gblnodci jest nie mniejsza niz v/2 i AB nie jest odcinkiem zawartym w pewnej
krawedzi szachownicy. Wzo6r Picka gwarantuje, tréjkat o polu % i wierzchol-
kach w punktach kratowych nie posiada punktéow kratowych wewnatrz ani na
bokach. Odcinek AB jest zatem bokiem jeszcze jednego tréjkata w rozwazanym
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podziale, niech bedzie to tréjkat ABD. Wykazemy, ze czworokat CADB jest
réwnoleglobokiem. Wystarczy w tym celu dowie$¢, ze po jednej stronie prostej
AB istnieje dokladnie jeden tréjkat o polu % ktérego AB jest najdluzszym
bokiem — wierzcholki tych tréjkatéw lezace po przeciwnych stronach AB sa
bowiem symetryczne wzgledem srodka AB. Zalézmy przeciwnie i niech X, Y
beda takimi punktami lezacymi po jednej stronie AB, ze [ABX]| = [ABY] = %
oraz AB > max{AX, BX, AY, BY} (gdzie przez [W] oznaczamy pole wieloka-
ta W). Proste XY i AB sa réwnolegle. Mozemy zalozy¢, ze w trapezie ABY X
odcinki AY, BX sa przekatnymi. Wowczas z nierownosci trojkata tatwo wynika

nieréwnoé¢ AB + XY < AY + BX, a stad XY < AB. Zauwazmy teraz, ze

AB+ XY
[ABXY]:%~h<AB~h:1,

gdzie h jest dlugoscia wysokosci w trojkatach ABX oraz ABY. Czworokat
ABXY jest wiec czworokatem o wierzchotkach w punktach kratowych i polu
mniejszym niz 1, co daje sprzeczno$¢ ze wzorem Picka. Wykazaliémy w ten
sposéb, ze czworokat C ADB jest rownoleglobokiem.

Z udowodnionego przez nas lematu wynika, ze tréjkat ABC nie jest ostro-
katny. Jezeli AB < /5, to wszystkie tréjkaty w podziale sa jednego z roz-
wazanych przez nas typow, a zatem w tym wypadku nie ma czego dowodzicC.
Zatézmy wice, ze AB > /5. Tréjkat CAD jest wowczas trojkatem rozwarto-
katnym i CD < AB, gdyz kat rozwarty w réwnolegtoboku CADB znajduje
sie na przeciwko przekatnej AB, gdyz jest to najdluzszy bok w rozwartokat-
nym tréjkacie ABC'. Dzielac wiec réwnoleglobok CADB wzdluz przekatnej
CD otrzymujemy podzial na dwa tréojkaty, w ktérych najdtuzszy bok jest krot-
szy niz AB. Poniewaz trojkaty te nie sa prostokatne, taczna liczba tréjkatow
prostokatnych w podziale nie wzrasta. Powtarzajac ta operacje wielokrotnie
dochodzimy do sytuacji, w ktérej nasz podzial sktada sie z tréjkatéw prosto-
katnych o bokach 1,1,v/2 lub réwnolegtobokéw o bokach 1,v/2 i przekatnej
dtugosci v/5. Liczba tréjkatéw prostokatnych jest przy tym taka sama jak na
poczatku.

Rozwazmy teraz graf, ktérego wierzcholki tworza boki wszystkich n? kwa-
dratéw wystepujacych na szachownicy, za$ dwa boki polaczone sa krawedzia,
jezeli tworza one przyprostokatne pewnego trojkata prostokatnego, ktory wy-
stepuje w pokryciu lub tworza one przeciwlegle boki réwnolegloboku wystepu-
jacego w pokryciu. Wéwczas kazdy odcinek, ktéry nie lezy na obwodzie sza-
chownicy jest polaczony z dokladnie dwoma innymi odcinkami. Z kolei kazdy
odcinek zawarty w obwodzie szachownicy potaczony jest z dokladnie jednym
innym bokiem. Nasz graf sklada sie wiec z ukladu rozlacznych Sciezek i cykli,
przy czym $ciezKi zaczynaja sie i koncza na bokach szachownicy. Ze wzgledu na
konstrukcje grafu latwo ponadto zauwazy¢, ze jezeli Sciezka zaczyna i konczy sie
na tym boku szachownicy, to znajduja sie na niej co najmniej dwa trojkaty pro-
stokatne. Podobnie, jezeli Sciezka laczy nieréwnolegle krawedzie szachownicy,
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to zawiera ona co najmniej jeden tréjkat prostokatny.

Rozwazymy dwa przypadki. W pierwszym z nich zalézmy, ze istnieje $ciez-
ka taczaca réwnolegle boki szachownicy. Wéwczas nie istnieje $ciezka taczaca
pozostate boki. Rozwazmy dowolna sp6jna skladows (czyli $ciezke lub cykl)
naszego grafu, ktora zaczyna sie na jednym z tych dwéch pozostatych bokéw.
Albo taczy ona ten bok z samym sobg i zawiera w tym przypadku co naj-
mniej dwa tréjkaty prostokatne, albo zaczyna sie na tej krawedzi i koniczy na
nieréwnolegtej, czyli zawiera przy najmniej jeden tréjkat prostokatny. W obu
przypadkach na kazdy z 2n odcinkéw lezacych na wyréznionych bokach przy-
pada przynajmniej jeden trdjkat. Lacznie otrzymujemy wigc przynajmniej 2n
trojkatow prostokatnych.

Przyjmijmy teraz, ze nie istnieje Sciezka laczaca réwnolegle boki szachow-
nicy. Nasz graf sklada sie z co najmniej 2n spdjnych skladowych i kazda z nich
zawiera woéwczas przynajmniej jeden trojkat prostokatny. A wiec i w tym przy-
padku teza jest dowiedziona. Konczy to rozwiazanie zadania.

7. Na okregu napisano skorficzenie wiele liczb ze zbioru {0, 1}. Fukiem diu-
gosci L > 0 nazywamy ciag L kolejnych liczb na okregu. Dla danego tuku w
niech Z(w) i N(w) oznaczaja odpowiednio liczbe zer i jedynek, ktére on za-
wiera. Wiadomo przy tym, ze dla dowolnych dwdch tukéw w i w’ tej samej
dlugosci zachodzi nieréwnosé |Z(w) — Z(w')| < 1. Zaldzmy, ze dla pewnych
tukow wy, wa, . .., wy liczby

1k k
EZ ) oraz N = ZNw
=1 i=1

sg calkowite. Udowodnié, ze istnieje tuk w, dla ktérego Z(w) = Z i N(w) = N.

Rozwiazanie:

W rozwigzaniu zadania bedziemy rozwazac¢ tuki o dowolnej dtugosci catko-
witej dodatniej — tuk moze przebiegac caly okrag wiele razy, jezeli jego dlugosé
przekracza liczbe wszystkich punktéw. Dla danej liczby catkowitej £ > 1, niech
Z, oznacza minimalng mozliwg liczbe zer, ktéra znajduje sie na tuku dtugosci £.
Analogicznie definiujemy liczbe Ny dla jedynek. Wykazemy, ze dla dowolnych
liczb catkowitych dodatnich a, b prawdziwa jest nieréwnoscé

E

Zoy > %Zb—l.

Istotnie, rozwazmy taki tuk o dlugosci ab, ze pierwsze a liczb, ktére zawiera
tworzy tuk p; taki, ze Z(p1) = Z,. Pozostale ab— a liczby podzielmy nastepnie
na b — 1 kolejnych tukéw ps,ps,...,pp 0 dlugosci a. Caly tuk o dlugoéci ab
podzielmy jednoczesnie na a tukéw q1, qo, ..., q, 0 dtugosci b. Liczac liczbe zer
na calym tuku dwoma sposobami otrzymujemy zaleznosé

Z(p1) +Z(p2) + ...+ Z(po) = Z(q1) + Z(q2) + - - - + Z(qa)-
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Oczywiscie
Z(ql) + Z(QQ) + ...+ Z(qa) > G,Zb,

gdyz na kazdym tuku ¢; znajduje si¢ co najmniej Z; zer. Uzasadnimy teraz
nier6wnosé

Z(p1) +Z(p2) +... -‘rZ(pb) < (Za + 1)(b— 1)+ Z,.

Rzeczywiscie, z zalozen zadania wynika, ze na tukach tej samej dtugosci liczby
zer nie réznia sie o wiecej niz 1. Na kazdym z tukéw p;, dla 2 < i < b, liczba
zer nie przekracza wiec Z(p1) +1 = Z, + 1. Na tuku p; liczba zer jest z kolei
réwna Z,. Laczac powyzsze oszacowania dostajemy, ze

aZy < (Za + 1) (b= 1)+ Zy = (Za + )b — 1 < (Zg + 1)),

co dowodzi zadanej nieréwnosci.

Niech L = Z + N. Zalézmy najpierw, ze Z; > Z + 1. Oznaczmy przez
ly,£s, ... L, odpowiednio dlugosci tukow wy, wo, .. ., wk, o ktérych mowa w tre-
§ci zadania. Woéwczas oczywiscie 01 + lo + ...+ £, = k(Z + N) = kL. Mamy
wiec

k k k
0.
Z = Z(wj;) > 27 (Z+1) —1):kZ+k—k:kZ.
yrw= 3 (1) > X (i

Jj=1

Otrzymalidmy sprzeczno$é, ktora dowodzi, ze Z;, < Z. W analogiczny sposéb
mozemy wykazaé, iz prawdziwa jest nieréwno$¢ Ny < N.

Jezeli Z;, = Z, to tuk p dlugosci L, dla ktérego mamy Z(p) = Z, = Z jest
oczywiscie tukiem spelniajacym warunki zadania. Zatézmy wiec, ze Zy < Z—1.
Ponownie niech p bedzie lukiem dlugosci L, dla ktérego Z(p) = Zj,. Wéwczas
N(p)=L—-Z, > L—(Z-1)= N+1. Wiemy jednoczesnie, ze skoro Nj, < N,
to istnieje tuk ¢ diugosci L, dla ktérego N(q) = N, gdyz liczba jedynek na
tukach o tej samej dlugosci nie rézni si¢ o wiecej niz 1. W tym wypadku tuk ¢
spelnia zadane warunki. Konczy to rozwiazanie zadania.

8. Kostkg nazywamy sze$cian, ktory na kazdej swojej Scianie ma wpisana
jedna liczbe calkowita dodatnia. Kostkg zwyklg nazywamy szescian, na kto-
rego Scianach wpisano liczby 1,2,3,4,5,6. Wyznaczy¢ wszystkie ciagi kostek

(K1, Ka,...,K2014) 0 nastepujacej wlasnosci: dla dowolnej liczby naturalnej
n prawdopodobiefistwo uzyskania liczby n jako sumy wynikéw rzutéw kostka-
mi K, Ky, ..., K914 jest rowne prawdopodobienstwu uzyskania liczby n jako

sumy wynikow rzutéow 2014 zwyklymi kostkami.

Rozwigzanie:
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Zatézmy, ze w kostke K; wpisano liczby catkowite dodatnie a;, b;, ¢;, d;,
e, fi, gdzie 1 < @ < 2014. Ciag kostek (K7, Ko, ..., Kap14) spelnia zadany
warunek wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej liczba naturalnej n réwnanie

T+ Ty + ...+ Too14 =N,

gdzie dla 1 < i < 2014 liczba x; jest jedna z liczb a;, b;, ¢;, d;, e;, f;, posiada
ta sama liczbe rozwiazan co réwnanie

1+ X2+ ...+ X014 =1,

gdzie x; € {1,2,3,4,5,6}.
Dla dowolnej liczby catkowitej 1 < i < 2014 niech P;(z) bedzie wielomianem
zdefiniowanym jako

Pz(I) :xaifl +xb¢*1 +1,c¢*1 —l—l‘diil —|—xei*1 —l—xfiil.

Zauwazmy, ze dany ciag kostek spelnia zadany warunek wtedy i tylko wtedy
zachodzi rownos$é¢ wielomianéw

P1(ZC)P2(.T) ce P2014(Jj) = (gg5 —+ ZE4 + ZCS + ZU2 +x+ 1)2014.

Istotnie, po otworzeniu nawiaséw powyzsza réwnosé sprowadza sie do réow-
nosci wspotezynnikéw przy dowolnym jednomianie z™, co z kolei, jak tatwo
zauwazy¢, sprowadza sie do poprzedniego warunku. ZredukowaliSmy w ten
sposOb rozwiazanie zadania do wyznaczenia wszystkich ciggdéw wielomianéw
(P1(z), Py(x), ..., Pao14a(z)) 0 wspblezynnikach catkowitych nieujemnych sumu-
jacych sie do szescu, ktére spetniaja rownosé

Pl(.’I,‘)PQ(.T) .. .P2014(LIJ) = (.%‘5 + .’II4 + .’1,‘3 + .%‘2 +x+ 1)2014

— (:Z? + 1)2014(:E2 4+ 1)2014(582 — x4+ 1)2014.

Niech Qi(z) = 2 + 1, Q2(z) = 22 + 2 + 1, Q3(x) = 22 — 2 + 1 i ustal-
my 1 < i < 2014. Poniewaz wszystkie rozwazane wielomiany sa unormowane,
maja wspolczynniki catkowite oraz wielomiany Q1(z), Q2(x), Qs(z) sa nieroz-
ktadalne, zachodzi réwnosé

Pi(z) = Q1(2)*Q2(2)"Q3(2)°,
dla pewnych liczb catkowitych nieujemnych a, b, ¢. Udowodnimy, ze a =b =1
oraz ¢ € {0,1,2}.
Istotnie, suma wspétczynnikéw dowolnego wielomianu jest rowna jego war-
tosci w punkcie 1. Skoro Q1(1) = 2, @Q2(1) = 3, Q3(1) = 1 oraz P;i(1) = 6,

to jasne jest, ze musi by¢ spelniona réwnoé¢ a = b = 1. Co wiecej, nietrud-
no zauwazy¢, ze wspélczynnik przy jednomianie x w wielomianie Q3(x) réwny
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jest —c. W wielomianie Q1 (x)Q2(z) wspélezynnik przy x jest réwny 2, a wiec
w wielomianie Q1 (z)Q2(z)Qs(x) wynosi on 2 — ¢. Nieréwnoséé ¢ < 2 jest wiec
konsekwencja faktu, ze wspdlezynniki wielomianu P;(x) sa nieujemne.

Udowodnilidémy w ten sposéb, iz kazdy z wielomianéw P;(x) jest jednym
z wielomianéw: Q1(2)Q2(z), Q1(2)Q2(7)Q3(x), Q1(2)Q2(x)Q%(z). Poniewaz
lacznie w iloczynie wielomianéw P;(x) kazdy z wielomiandéw Q;(x) wystepuje
tyle samo razy, liczba tych wielomianéw P;(x), ktére sa réwne Q1 (z)Q2(x) jest
taka sama jak liczba wielomianéw réwnych Q1(z)Q2(x)Q3(x). Otrzymalismy
zatem, ze warunki zadania sa spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnej
liczby calkowitej 0 < k < 1007:

e dokladnie 2k sposréd wielomianéw P;(z) jest réwnych wielomianowi
Q1(2)Q2(2)Q3(x) = 2° + 2 + 2 + 2% + x + 1,

e dokladnie 1007 —k spoéréd wielomianéw P;(x) jest réwnych wielomianowi
Q1(2)Qe(z) =2 + 22 + 22+ + 2 +1,

e pozostale 1007 —k sposréd wielomianéw P;(x) jest réwnych wielomianowi
Q1(2)Q2(2)Q3(2)* =2 + 2° + 2 + 2® + 2% + 1.

Aby przettumaczy¢ z powrotem jezyk wielomianéw na jezyk kostek wystar-
czy zauwazy¢, ze po dodaniu 1 do poteg odpowiednich wielomianu otrzymamy
liczby wpisane na kostkach. W ten sposéb mozemy sformutowaé¢ odpowiedz —
ciag kostek (K, Ko, ..., Kop14) spelnia zadany warunek wtedy i tylko wtedy,
gdy dla pewnej liczby catkowitej 0 < k& < 1007:

o 2k sposrod kostek K; jest kostka zwykla

e 1007 —k sposrod kostek K; posiada wpisane liczby 1, 2,2, 3, 3,4 na swoich
$cianach

e pozostale 1007 — k kostek K; posiada wpisane liczby 1, 3,4, 5,6, 8 na swo-
ich $cianach.

Koficzy to rozwiazanie zadania.

9. Dwa okregi w1, we 0 promieniu 1 przecinaja sie w punktach X i Y, przy
czym XY = 1. Punkt C lezy na okregu w;. Styczne CA i CB do okregu wo
przecinaja wi odpowiednio w punktach B’ i A’. Proste AA’ i BB’ przecinaja
sie w punkcie Z. Wyznaczyé¢ /X ZY.

Rozwiazanie:

W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujacy lemat.

Lemat. Dany jest tréjkgt ABC. Niech O bedzie Srodkiem okrequ opisanego,
za$ R promieniem tego okregu. Niech J bedzie $rodkiem okregu dopisanego do
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trojkgta ABC, stycznego do boku BC'. Niech ponadto S bedzie $rodkiem okre-
gu w o promieniu T i $rodku na pdlprostej AJT poza okregiem opisanym na
trojkacie ABC, stycznego do prostych AB i AC. Wowczas

e 0S? < R?+2Rr, gdy S lety na odcinku AJ,
e OS2 =R%24+2Rr, gdy S=J,
o OS? > R%2+42Rr, gdy S lezy na pélprostej AJ™ poza odcinkiem AJ.

Dowdd lematu. Przyjmijmy, ze dwusieczna AJ przecina okrag opisany na
tréjkacie ABC ponownie w punkcie D, zas M niech bedzie srodkiem tuku BC
zawierajacego punkt A. Niech ponadto T' bedzie punktem stycznosci okregu w
do prostej AB. Odcinek M D jest érednica okregu opisanego na tréojkacie ABC,
wiec ZMBD = 90°. Ponadto mamy /T AS = /BAD = ZBMD. Tréjkaty
ATS i MBD sa wiec podobne, skad % = %. Poniewaz BD = D.J, wiec

2R-r=MD-TS=BD-SA=DJ-SA.

Z potegi punktu S wzgledem okregu opisanego dostajemy SD-SA = 0S? — R2.

Jedli teraz punkt S lezy na odcinku AJ (poza okregiem opisanym, czyli na
odcinku DJ), to mamy DS < DJ. W takim razie
0S*=R*+SD-SA< R*+ DJ-SA=R?+2Rr.
Jesli S =J, to DS = DJ, wiec

0S?=R?>+SD-SA=R?>+DJ-SA=R?+2Rr
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Jedli natomiast punkt S lezy na polprostej AJ™ poza odcinkiem AJ, to
DS > DJ, skad

0S?=R?>+SD-SA>R?>+DJ-SA=R?+2Rr.

To koniczy dowdd lematu.

Z warunkoéw zadania o réwnosci promieni okregéw i dlugosci ich wspdl-
nej cieciwy wnioskujemy, ze odleglo$é¢ miedzy érodkami w; i wy wynosi v/3.
Z powyzszego lematu wynika teraz, ze okrag wo jest okregiem dopisanym do
trojkata A'B’'C.

Wykazemy, ze punkt Z lezy na okregu wy. Oznaczmy przez Op i O2 Srodki
okregéw odpowiednio wy 1 ws, za$§ przez C’ punkt stycznosci odcinka A’B’
z okregiem wy. Zachodza rownosci

LAOSA = LAOLC' + LA O5C' = LAOSC' + %ZBOQC’ =

—180° — ZAB'C' + %(1800 — /BA'C') = Z/A'B'C + %43',4’0

oraz

1 1
éOlA/OQ = ZOlA'B'+LB/A'OQ = 5(18007ZB/01A/)+§(180074.B/A/C) =
1 1
=90° — LA'CB' +90° — géB'A’C =/A'B'C+ /B'A'C - ilB’A’C =
1
=/A'B'C + §LB’A’C,

skad wynika, ze LAO3A" = Z01A’Os. Poniewaz O A = O1A’, wiec czwo-
rokat AO2A’O; jest trapezem réwnoramiennym, skad otrzymujemy réwnosé
L0OAA" = LA'O10,. Analogicznie uzasadnimy, ze ZOy3BB’' = ZB'010.
W takim razie

LA ZB = /AZB =360° — LA'AOy — Z/B'BOy — ZAO3B =

=360° — LA'0105 — Z/B'O103 — ZAO3B = 360° — LZA'O1B"' — ZAO3B =
=360° —2/A'CB" — 180° + ZA'CB' = 180° — ZA'CHB’,
czyli punkt Z lezy na okregu wj.
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Skoro O1 X = O1Y = XY, to ZXO1Y = 60°, skad wniosek, ze kat wpisa-
ny oparty na tuku XY zawierajacym punkt Z ma miare 30°. W takim razie
dostajemy /X ZY = 150°.

10. Punkt X lezy wewnatrz trojkata ABC, przy czym
XA -BC=XB-AC=XC-AB.

Niech I, Is, I3 beda srodkami okregéw wpisanych w trdjkaty odpowiednio
XBC, XCAiXAB. Wykazaé, ze proste Al1, Bls i CI3 przecinaja sie w jednym
punkcie.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez t wspdlng wartos$é¢ danych w treéci zadania iloczynéw. Sto-
sujac twierdzenie Desarguesa dla trojkatéw ABC' i I 1513 wnosimy, ze wystar-
czy dowiesé, ze punkty K = BCNILIls, L=CANI3, M = ABN 1115 (byé
moze znajdujace sie w nieskoficzonosci) leza na jednej prostej.

Zalézmy najpierw, ze kazda z rozwazanych w poprzednim zdaniu par pro-
stych ma punkt wspoélny. Z tresci zadania wynika, ze % = %, wiec na mocy
twierdzenia o dwusiecznej dwusieczne Al i BI; w trojkatach ACX i BCX
przecinajg sie w punkcie P lezacym na boku C'X. Przyjmijmy, ze proste Cls
i X1, przecinaja boki AX i AC odpowiednio w punktach D i E. Stosujac

twierdzenia Van Aubela i o dwusiecznej dostajemy

Al,  AD +AE_ AC+AX _AC+AX
PI, XD CE CX CX  CX
Analogicznie otrzymujemy

B, _ BC+BX
rPL  CX
Twierdzenie Menelausa dla tréjkata ABP i prostej I 15 zawierajacej punkt M

pozwala napisac
Al, Pl BM

A et
Pl, BI;, AM ’
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skad uzyskamy

AM  AC+AX AC+1t/BC _ (AC-BC+t)AC _ AC
BM  BC+BX BC+t/AC (AC-BC+t)BC  BC’

W analogiczny sposéb dostaniemy

BK _ AB CL _ BC
CK ~ACc ™ AL T AB

Iloczyn powyzszych trzech stosunkéw jest réwny 1, wiec z twierdzenia Mene-
lausa dla trojkata ABC otrzymujemy wspotiniowosé punktéw K, L, M.

M B

Zal6zmy teraz, ze np. proste AB i I1I5 sa réwnolegle. Przeprowadzajac
analogicznie rozumowanie, jak wyzej, dostaniemy, ze

Al, AC+ AX B, BC+BX
= ——-—— oOraz = .

PI, cX PI, cX
Na mocy twierdzenia Talesa otrzymamy

A, P, _ AC+AX AC+1t/BC _(AC-BC+1t)AC _ AC

"~ P, B, BC+BX BC+t/AC (AC-BC+tBC BC’

skad AC = BC oraz takze AX = BX (z réwnodci danej w tredci zadania).
Jednakze wtedy teza zadania jest oczywista, gdyz konfiguracja jest symetryczna
wzgledem symetralnej AB.

11. Dany jest rownolegtobok ABCD oraz punkt F' lezacy na odcinku C'D.
Punkty O1, O3 i O3 sa srodkami okregéw opisanych na trojkatach ABF, BCF
i ADF. Dowie$¢, ze ortocentrum tréjkata 010203 lezy na prostej AB.

Rozwiazanie:

Zalézmy, ze okrag opisany na tréjkacie ADF przecina prosta AB ponownie
w punkcie P. Mamy

Z(CD,BC) = Z(DF,AD) = /(PF, AP),
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skad wniosek, ze punkt P lezy na okregu opisanym na tréjkacie BCF. W takim
razie prosta O203 jest symetralna odcinka PF. Ponadto mamy

1
Z(FO3,0501) = 5 £(FO3,034) = Z(FP, PA) =

1
= Z(FC,BO) = 5 Z(FOy, BOy) = Z(FO»,0:01),

wiec punkty F, Os, O1, Os leza na okregu. Punkty A, P, B sa odbiciami
symetrycznymi punktu F' odpowiednio wzgledem prostych O103, O203, O105,
a wiec leza na prostej Steinera punktu F' wzgledem tréjkata O10203. Na prostej
tej lezy réwniez ortocentrum tréjkata 010203, co konczy rozwiazanie.
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Drugi Mecz Matematyczny

1. Dany jest ciag (an)>, zadany poprzez warunki: ap = 1, a; = 3 oraz
Gp = 2ap-1 + an—o dla n > 2. Udowodnié¢, ze jezeli k jest liczba naturalna,
ktéra dzieli pewien wyraz ciagu (a,), to k nie daje reszty 5 z dzielenia przez 8.

Rozwigzanie:

W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujace znane fakty dotyczace reszt kwa-
dratowych: liczba 2 jest reszta kwadratowa modulo p, gdzie p > 2 jest licz-
ba pierwsza, wtedy i tylko wtedy, gdy p = 1 (mod 8) lub p = 7 (mod 8).
Podobnie liczba —2 jest reszta kwadratowg modulo p, wtedy i tylko wtedy,
gdy p = 1 (mod 8) lub p = 3 (mod 8). Rozwazmy ciag (b,)22; zadany jako
by = ant1an—1 — a2 dla n > 1. Zauwazmy, ze

2 2 2
bnt1 = Any2an — Gy = (20n41 + an)an — Ay = Gng1(20, — ang1) +a;, =

2
= —Qnt+10n—1 + a,, = —bn.

W szczegdlnosci, skoro by = —2, to b, = (—1)™ - 2 dla dowolnego n > 1. Roz-
wazmy teraz liczbe calkowity k taka, ze k | a,41 dla pewnego n > 0 i niech p
bedzie jej dowolnym dzielnikiem pierwszym. Oczywiscie k jest liczbg nieparzy-
sta, a zatem p > 2. Z réwnosci

pi1Gn-1 = (—1)"- 24 ai

wynika, ze liczba (—1)"T! . 2 jest reszta kwadratowa modulo p. Jezeli n jest
liczba nieparzysta, to w szczegdlnoéci 2 jest reszta kwadratowa modulo p oraz
p = £1 (mod 8). Poniewaz jest to prawda dla dowolnego dzielnika pierwsze-
go k, a liczba k jest iloczynem swoich czynnikéw pierwszych, mamy w efekcie
k = £1 (mod 8). Analogicznie, jezeli n jest liczba parzysta to p = 1 (mod 8)
lub p = 3 (mod 8). Pozostaje zauwazyé, ze i w tym wypadku, mnozac reszty
11 3 modulo 8 otrzymamy w wyniku jedna z tych dwoch reszt. W takim razie
k=1 (mod 8) lub kK = 3 (mod 8). W obu przypadkach k nie daje reszty 5
z dzielenia przez 8 i dowdd jest zakonczony.

2. Dany jest niestaly wielomian P o wspdtczynnikach catkowitych i dodat-
nim wspolczynniku wiodacym. Wykazaé, ze istnieje liczba calkowita dodat-
nia m, dla ktoérej liczba P(m!) jest zlozona.

Rozwiazanie:

Zapiszmy wielomian P w postaci P(z) = Y., a;z" i rozwazmy wielomian
Q o odwréconych wspolezynnikach, czyli Q(z) = Y i an—;x’. Ustalmy licz-
be pierwsza p oraz liczbe parzysta k < p. Z twierdzenia Wilsona wynikaja
przystawania

l=—(p-D=-p-Kp-k+l)...(p-1D)=(-D*@-k)(k-1)=
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={p-Kk(k-1) (mod p).

Otrzymujemy zatem

((k=1)"P((p — k)! Zal Wi ((p — k) (k — 1)1) =

1=0

=3 an((k— 1)) = Q((k — 1)) (mod p).
1=0

W szezegdlnodci, skoro p nie dzieli (k — 1)! (bo p > k), to jezeli zachodzi po-
dzielno$é p | Q((k — 1)!) to réwniez p | P((p — k)!). Wykazemy teraz, ze dla
odpowiednio duzych k, liczba Q((k — 1)!) posiada dzielnik pierwszy, ktéry jest
rzeczywiscie wigkszy niz k. Istotnie, przypomnijmy, ze na mocy danego zalo-
zenia wspoélczynnik wiodacy a, wielomianu P, ktéry jest jednocze$nie wyra-
zem wolnym wielomianu @, jest dodatni Jezeli Wez'miemy wiec liczbe parzyst@
k > 2a, + 1, to liczba s = (k—1)!
liczby pierwsze mniejsze niz k WyCl%gaJ@C wiec a, przed nawias z wyraze-
nia Q((k — 1)!) otrzymujemy przedstawienie postaci Q((k — 1)!) = a,b, gdzie
mamy b =1 (mod s). Oczywiscie dla odpowiednio duzych k zachodzi nieréw-
nosé |b| > 1. Wéwczas dowolny dzielnik pierwszy p liczby b jest wiekszy od k.
Na mocy wczesniejszych rozwazan dla tak wybranej liczby p zachodzi wigc
podzielnosé p | P((p — k)!).

Pozostalo nam stwierdzi¢, ze mozemy wybra¢ dowolnie duze k tak, aby
zachodzita nieréwnosé P((p — k)!) > p. Bedzie to oznaczaé, ze dlam = p — k
liczba P(m!) jest zlozona i zadanie zostanie rozwiazane. Rozwazmy w tym celu
k = (¢ — 1)! dla pewnej odpowiednio duzej liczby pierwszej ¢q. Zauwazmy, ze
i|k+idlai=2,...,¢g—1 oraz z twierdzenia Wilsona ¢ | k+1. W szczegé6lnosci
wszystkie liczby k+1, k+2, ..., k+q—1 sa ztozone. Zachodzi zatem réwnos¢é
p =k + g+ r dla pewnej liczby calkowitej » > 0. Skoro a,, > 0, to jezeli tylko
P nie jest wielomianem liniowym postaci P(x) = x + ag, gdzie ag jest liczba
calkowita ujemna, to dla odpowiednio duzych x zachodzi nieréwnosé P(x) > .
Ponadto, dla dowolnych liczb catkowitych a, b > 2 mamy nieréwnos¢ ab > a+Db,
gdyz mozna ja réwnowaznie przedstawi¢ w postaci (@ — 1)(b — 1) > 1. Dla
odpowiednio duzego ¢ mamy wiec

Pllp—k))=Pg+r)) > (@+r)!>(@—D+qlg+1)...(¢g+r) >

> (- +qg+r=p

Pozostal nam zatem do rozpatrzenia przypadek, w ktérym P(z) jest wielomia~
nem liniowym postaci P(z) = x + ag dla ag < 0. Jezeli ag < —1 to wystarczy
wziaé m = —ag 1 wéwezas liczba P(m!) jest zlozona. Dla ag = —1 wystarczy
za$ przyja¢ m = 5. Konczy to rozwigzanie zadania.
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3. Rozstrzygnaé, czy istnieje liczba catkowita dodatnia k, dla ktérej liczba
p = 6k + 1 jest pierwsza i spelniona jest kongruencja

k
<3k> =1 (mod p).
Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze nie istnieje liczba catkowita dodatnia k o zadanej wlasno-
Sci. Liczba k = 1 nie spelnia danego warunku. Dla dowodu nie wprost zalézmy,
ze istnieje liczba catkowita k > 1 o zadanej wlasnosci. Wéwcezas

()= ()= G =Gr) =1 woan.

Niech g bedzie pierwiastkiem pierwotnym (generatorem) modulo p, czyli taka
reszta, ze jezeli n € N oraz ¢" = 1 (mod p), to p — 1 | n. Réwnowaznie, liczby
g%, g%, ..., g""? daja wszystkie mozliwe niezerowe reszty modulo p.

Niech « = ¢%. Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona dla dowolnego
0 <i < k—1 otrzymujemy

3k
(1 +:L‘l)3k _ Z ( ' ):EU.
=0 \J
A zatem
3k k—1
(T4+ 223 + A+ + .+ (1213 = Z <3k) Zx”
=0 N/ i
Ustalmy liczbe 0 < j < 3k taka, ze j & {0, k, 2k, 3k}. Zauwazmy, ze wéwczas

k—1

kj
;g X 1
:EZJ —

xt—1"

=0

Liczba p dzieli licznik tego utamka, bo ¥/ —1 = g% —1 = g(°=1)J _1 a ta licz-
ba jest podzielna przez p na mocy malego twierdzenia Fermata. Jednoczesnie
mianownik nie jest podzielny przez p, gdyz ' — 1 = ¢% — 1, a skoro i nie dzieli
sie przez k to 67 nie dzieli si¢ przez 6k = p—1. A zatem Zi:ol 2% =0 (mod p).
Ustalmy teraz j € {0, k, 2k, 3k}. Wéwczas dla dowolnego 0 < ¢ < k—1
mamy 2% = ¢% =1 (mod p), gdyz k | j. Zatem E?:_ol 2% =k (mod p).
Tym samym

3k k—1
(14+203% (1 4+2h)3% 4 (1 2P )3k Z <3k> Zx"j
j VY

J=0
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3k 3k 3k 3k
((6)+ () Ge) + () = oo
Zauwazmy jednak, ze z malego twierdzenia Fermata dla dowolnego 0 < i < k—1
jezeli 1 +2° # 0 (mod p), to prawdziwa jest kongruencja
1+2)% =1 +2P"1=1 (mod p),
a zatem 4 4
(L+2)* —1)(1+2")* +1)=0 (mod p),

skad (1 + 2%)%* = +1 (mod p). Zatem dla dowolnego 0 < i < k — 1 reszta
z dzielenia przez p liczby (1 + 2%)3* nalezy do zbioru {—1,0,1}. Warto$é bez-
wzgledna z sumy reszt z dzielenia przez p liczb (1 +2)%* dla 0 < i < k — 1 nie
przekracza wiec k. Kongruencja

(T4+2% (12" 4+ A+ 2" ) =4k (mod p),

prowadzi zatem do sprzecznosci, gdyz reszta z dzielenia lewej strony nalezy do
zbioru {0,1,2,...,k}U{bk,5k +1,...,6k}, gdzie nie nalezy liczba 4k. Koniczy
to rozwiazanie zadania.

4. Dla danej liczby calkowitej n > 1 wyznaczy¢ wartosé sumy
n

Z(_l)n—k <n> Lt

k=0 k

Rozwigzanie:
Udowodnimy, ze

k 2
k=0
Wykorzystamy w tym celu wzér interpolacyjny Lagrange’a dla wielomianu

f(z) = ™ w punktach 0,1,2,...,n. Wynika z niego réwnosé¢ wielomianéw

n = nerkinZ@—=1). .. (z=k-1)(z—-k+1)...(2—n
T Y e ISCEUEN CELES RREED)

k=0

Aby wyznaczy¢ szukana sume poréwnamy wspoétczynniki przy =" i 2"~ ! w wie-
lomianach wystepujacych po obu stronach réwnosci. Poréwnujac wspélczynnik

przy =" dostajemy zaleznosé

n o L
1= E::(—n ' (n — k)&l

k=0
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skad réwniez
- n
nl = —1)nkgn .

Po poréwnaniu wspétczynnikéw przy z™ ' i pomnozeniu obu stron réwnoéci
przez n! otrzymujemy z kolei

0= i(—l)”"“k"(Z) (14+2+...4+n)—k).

Jednakze

=MD Syt (1) - oy e () =

k=0

=D S e (7))

k=0
skad wynika zadana réwnosé. Konczy to rozwiazanie zadania.

5. Dana jest funkcja f : (0,00) — (0, 00), ktéra dla dowolnych liczb dodat-
nich z,y spelnia warunki

flzy) = f(@)f(y), [flz+y) <2max{f(z), f(y)}.

Udowodnié, ze dla dowolnych liczb dodatnich x, y prawdziwa jest nierownosé

f(@)+ f(y) > f(z +y).

Rozwiazanie:
Za pomocg indukcji udowodnimy na poczatku, ze dla dowolnej liczby cal-
kowitej n > 1 prawdziwa jest nieréwno$é¢ f(n) < 2n. Biorac x = y = 1

w danym réwnaniu otrzymujemy, ze f(1) = 1 < 2. Z drugiego warunku wy-
nika zatem nieréwnosé¢ f(2) < 2. Korzystajac ponownie z pierwszego otrzy-
mujemy f(2™) < 2™ dla dowolnej liczby naturalnej m. Zalézmy teraz, ze
n > 1 i dowodzona nierowno$¢ zachodzi dla dowolnej liczby naturalnej mniej-
szej niz n. Rozwazmy liczbe naturalng m taka, ze 2™ < n < 2™+l Jezeli
n = 2™ to teza wynika z poprzedniego fragmentu rozumowania. Zalézmy wiec,
ze 0 <n—2™ < 2™ < n. Wowczas

F(n) = F@™ + (0 —2™)) < 2max{ f(27), f(n — 27)}.

Wiemy juz jednak, ze f(2™) < 2™ < n, a z zalozenia indukcyjnego dostajemy
f(n—2m) <2(n—2™) < n. Konhczy to dowdd indukeyjny.
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W dalszej czesci rozwigzania przyjmijmy dla dowodu nie wprost, ze istnieja
liczby dodatnie z, y, dla ktérych zachodzi f(z+y) = a(f(z)+ f(y)) dla pewnej
liczby rzeczywistej a > 1. Podnoszac obie strony tej réwnosci do potegi N > 1

otrzymjemy N
fa+y)N =a" (Z <ZZ)f(w)’“f(y)N‘k> :

k=0
7 poprzedniego fragmentu dowodu wynika, ze dla dowolnego 0 < k < N za-
chodzi nieréwnos¢

(3 )r@r ™= 55 ((3)) srswr= = (3 )" )

Na mocy drugiego z warunkéw danych w tresci zadania prawdziwa jest nie-
réwnosé f(x) + f(y) > %f(x + y). Wykorzystujac ta zaleznosé¢ wielokrotnie
uzyskujemy nieréwnosé postaci

() 3 ()

gdzie ¢ = [log, N'|. Istotnie, w pierwszym kroku mozemy sparowaé L%J wyra-
zen postaci f ((ﬁ)wklyN_kl)  f ((,i\;)xk"‘yN_k?) szacujac

() ()
() ()

Powtarzajac tego typu operacje co najwyzej £ razy, parujac za kazdym razem
tyle wyrazéw ile jest to mozliwe, otrzymujemy zadana nieréwnosé.
Pozostaje zauwazyé, ze po polaczeniu poprzednich szacowan mamy wéwczas

N
F@+)®) = fa+pY =a® (Z @)f(x)’“f(y)Nk) >

k=0

a® (N k, N—k a® N

>Wf Z(k)xy :Wf((f"‘y) )7
k=0

skad 271 > aV. Jednoczeénie, skoro ¢ = [log, N1, to 2t < 4N. Nieréwnoéé

4N > a" nie zachodzi jednak dla odpowiednio duzych N, gdyz a > 1 i funkcja

liniowa rosnie wolniej niz funkcja wyktadnicza. Otrzymana sprzeczno$é¢ konczy

dowdd.
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6. Dana jest liczba catkowita n > 1. W kazde pole prostokata o wymiarach
r X s, gdzie 1 < r,s < n, wpisano pewna liczbe ze zbioru {1,2,...,n}. Pro-
stokat nazywamy lacinskim, jezeli w zadnym wierszu i w zadnej kolumnie nie
ma dwdch takich samych liczb. Udowodnié, ze prostokat lacinski r x s mozna
uzupelnié¢ do kwadratu tacinskiego n x n wtedy i tylko wtedy, gdy kazda z liczb
1,2,...,n wystepuje w nim co najmniej r + s — n razy.

Rozwigzanie:

Rozwiazanie zadania zaczniemy od udowodnienia lematu dotyczacego gra-
féw dwudzielnych. Przypomnijmy, ze stopien wierzchotka w grafie, to liczba
zawierajacych go krawedzi, zas skojarzeniem w grafie nazywamy dowolny pod-
zbiér roztacznych krawedzi.

Lemat. W dowolnym grafie dwudzielnym, ktéry zawiera przynajmmniej jedng
krawedz, istnieje skojarzenie zawierajgce wszystkie wierzchotki o maksymalnym
stopniu.

Dowdd lematu. Niech d oznacza maksymalny mozliwy stopien wierzchotka
w danym grafie dwudzielnym o grupach wierzchotkéw A i B. Podzbiory wierz-
chotkéw o stopniu d zawarte w A i B oznaczmy odpowiednio przez A, i Bj.
Naszym celem jest znalezienie skojarzenia, ktore zawiera kazdy wierzchotek ze
zbioréw A 1 B1. Wykazemy najpierw, ze istnieje skojarzenie, ktére zawiera kaz-
dy wierzchotek z A;. Wykorzystamy w tym celu twierdzenie Halla. Rozwazmy
graf dwudzielny, bedacy podgrafem wyjsciowego, o grupach wierzchotkéw A,
i B. Zal6zmy, ze warunek Halla nie jest spelniony, czyli, ze istnieje pewien pod-
zbiér C C A1 o mocy k > 0 taki, ze zbidr wierzchotkéw C’ C B, ktére polaczone
sa krawedzia z pewnym wierzchotkiem z C' ma co najwyzej k — 1 elementow.
7 kazdego wierzchotka C' wychodzi dokladnie d krawedzi, a wiec wszystkich
krawedzi pomiedzy C i C’ jest dokladnie dk. Z drugiej strony, z kazdego wierz-
cholka z C’ wychodzi co najwyzej d krawedzi, a wiec wszystkich krawedzi jest
co najwyzej d|C’| < d(k —1) < dk. Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze dla tak
wybranego podgrafu spelniony jest warunek Halla. Istnieje wiec skojarzenie za-
wierajace A;. W identyczny sposdb mozemy udowodnié, ze istnieje skojarzenie
zawierajace Bi.

W dalszej czesci dowodu lematu bedziemy juz wylacznie rozwazaé sume
mnogosciowa tych dwéch skojarzen. Kazdy jej wierzcholek posiada stopien 1
lub 2, przy czym stopien 2 moga posiadaé jedynie wierzchotki maksymalnego
stopnia w wyjsciowym grafie. Udowodnimy, ze mozna usunaé¢ pewne krawedzie
w taki sposdb, aby kazdy wierzchotek z A, U By posiadal stopien 1. Otrzymamy
tym samym skojarzenie w calym grafie zawierajace A; U By. Jezeli pewna kra-
wedz taczy wierzcholtki z Ay, B to pokolorujmy ja na czerwono, zas wszystkie
pozostale krawedzie pokolorujmy na czarno. Wybierzmy dowolny wierzchotek
a1 o stopniu 2, dla ustalenia uwagi niech a; € A;. Nie wychodza z niego dwie
krawedzie czarne, gdyz krawedz czarna moze pochodzi¢ jedynie ze skojarzenia
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zawierajacego A;. Jezeli posiada krawedz czarna i krawedz czerwona, to usuwa-
my krawedz czarna. Jezeli posiada dwie krawedzi czerwone to oznaczmy przez
b1, by € B jego sasiadow. Poniewaz wierzcholki by i by zostaly skojarzone, to
jeden z nich sasiaduje z pewnym wierzcholkiem ao # a1 z Ay. Zaldézmy, ze by
sgsiaduje z as. Wowczas usuwamy krawedz taczaca ay z bs.

Zauwazmy, ze po takiej operacji wierzchotki z A; i By nadal sg skojarzone.
Mozemy zatem taka operacje powtarza¢ wielokrotnie (w kazdym kroku kon-
strukcji wykorzystujac fakt, ze wierzcholki sa skojarzone). Po kazdym kroku
maleje liczba wierzchotkéw o stopniu 2. Ostatecznie dochodzimy wiec do sytu-
acji, w ktérej kazdy wierzchotek z Ay i By posiada stopien 1. Konczy to dowdd
lematu.

Przechodzimy do gléwnej czesci rozwiazania. Zauwazmy najpierw, ze waru-
nek dany w zadaniu jest warunkiem koniecznym. Istotnie, jezeli pewna liczba
1 pojawia sie w prostokacie r X s mniej niz r + s — n razy, to po dolozeniu
n —r wierszy oraz n — s kolumn liczba i bedzie pojawiac sie w kwadracie n X n
mniej niz r + s —n+ (n —r) + (n — s) = n razy, cayli w szczegdlnosci taki
kwadrat nie moze by¢ tacinski. Wystarczy zatem wykazaé, ze dany warunek
jest wystarczajacy.

Dowiedziemy, ze jezeli » < n, to prostokat lacinski r x s moze zostaé¢ roz-
szerzony do prostokata (r+4 1) x s lacifiskiego w taki sposéb, ze dowolna liczba
1 =1,2,...,n pojawia sie co najmniej r + s + 1 — n razy. W ten sam sposob
bedziemy mogli udowodni¢ analogiczna wlasnosé dla drugiego wymiaru tablicy.
Poniewaz po takiej operacji warunek dany w zadaniu jest spelniony mozemy
ja powtarza¢ wielokrotnie az uzyskamy ostatecznie kwadrat tacinski n x n.

Udowodnijmy zatem zapowiedziane stwierdzenie. Rozwazmy graf dwudziel-
ny, ktorego jedna grupa wierzchotkéw stanowi s kolumn danej tablicy, a druga
grupe stanowia liczby od 1 do n. Kolumne £ taczymy krawedzia z liczba ¢ wte-
dy i tylko wtedy, gdy ¢ nie znajduje si¢ w k. Kazda kolumna zawiera doktadnie
r liczb, a zatem stopien dowolnej kolumny jest réwny n — r. Dowolna liczba i
wystepuje w co najmniej 7+ s—n kolumnach, a zatem jej stopien nie przekracza
s—(r+s—n) =n—r. Oznaczmy przez I zbidr tych liczb, ktérych stopien jest
rowny dokltadnie n — r. Jest to maksymalny mozliwy stopien w rozwazanym
grafie dwudzielnym. Z udowodnionego przez nas lematu wynika zatem istnienie
skojarzenia, ktére zawiera wszystkie kolumny oraz wszystkie liczby zbioru I.
Dopiszmy teraz do kazdej kolumny liczbe, ktéra jej odpowiada w tym skojarze-
niu. Dopisujemy w ten sposéb do danej tablicy s réznych liczb tak, ze kazdej
kolumnie przypisaliémy liczbe, ktéra do niej wezesniej nie nalezata. Otrzymany
prostokat ma wiec wymiary (r+1) X s i jest prostokatem lacinskim. Co wiecej,
elementy zbioru I wystepuja teraz na tablicy co najmniej r + s + 1 — n razy,
gdyz kazdy z nich zostat dopisany do pewnej kolumny. Kazda pozostata liczba
wystepowala juz wczesniej co najmniej r + s + 1 — n razy, a zatem udowodni-
liSmy nasze stwierdzenie. Na mocy wczesniejszych uwag konczy to rozwigzanie
zadania.
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7. Udowodni¢, ze istnieje zbiér A liczb catkowitych dodatnich o nastepuja-
cej wlasnoéci: dla dowolnego nieskonczonego zbioru S liczb pierwszych, istnieja
dwie liczby catkowite dodatnie m € A oraz n ¢ A, z ktérych kazda jest ilo-
czynem dokladnie k réznych liczb pierwszych ze zbioru S dla pewnej liczby
caltkowitej k > 2.

Rozwiazanie:

Skonstuujemy dwa rozlgczne zbiory A, B zlozone z liczb bedacych iloczy-
nami réznych liczb pierwszych, takie, ze dla dowolnego nieskonczonego zbioru
liczb pierwszych S istniejg liczby m € A oraz n € B, ktére sa iloczynami tej sa-
mej liczby (nie mniejszej niz 2) elementéw zbioru S. Przyjmijmy bowiem, ze dla
liczby calkowitej s > 1 oraz dla parami réznych liczb pierwszych pi,ps,...,Ds
iloczyn p1ps...ps nalezy do zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy liczba s po-
siada dokladnie dwa dzielniki pierwsze w zbiorze {p1,pa,...,ps} (moga one
wystepowaé w rozkladzie s na czynniki pierwsze w dowolnej potedze). Podob-
nie przyjmujemy, ze iloczyn p1ps . .. ps nalezy do zbioru B wtedy i tylko wtedy,
gdy s posiada dokladnie jeden dzielnik pierwszy w zbiorze {p1,p2, ..., ps}. Udo-
wodnimy, ze tak zdefiniowane zbiory A i B spelniaja zadany warunek.

Niech S' = {p1, p2, . . .} bedzie dowolnym nieskonczonym zbiorem liczb pierw-
szych. Niech ponadto m = pi1pap3pa ... Pp,p, OTAZ N = P1P3D4 - - - Pp,ps+1- Liczby
m i n sg iloczynami s = p1py > 2 liczb pierwszych zbioru S. Co wiecej, ponie-
waz s posiada dokladnie dwa dzielniki pierwsze w zbiorze {p1, p2, D3, - - - Dpips |
liczba m nalezy do zbioru A. Podobnie n € B. Dowodzi to poprawnosci kon-
strukcji i konczy rozwiazanie zadania.

8. Bob Budowniczy i Buldozer graja w gre na punktach kratowych prze-
strzeni tréjwymiarowej. W swoim ruchu Bob ktadzie krzyzyk na polu, ktore nie
nalezy do zadnej zniszczonej plaszczyzny, za$ ruch Buldozera polega na znisz-
czeniu dowolnej plaszczyzny prostopadtej do jednej z osi uktadu wspdtrzednych,
na ktérej Bob nie postawil wczeéniej zadnego krzyzyka. Pierwszy ruch wyko-
nuje Bob, a nastepnie ruchy sa wykonywane przez obu graczy naprzemiennie.
Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych Bob Budowniczy moze
utozyé¢ n kolejnych krzyzykéw na prostej rownoleglej do jednej z osi ukltadu
wspoélrzednych, niezaleznie od ruchéw Buldozera.

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n Bob Budowniczy moze
ulozy¢ n kolejnych krzyzykdéw na prostej réwnoleglej do jednej z osi uktadu
wspélrzednych. W dalszej czesci zakladamy, ze n > 1 jest ustalona liczbg cal-
kowita.

Przez X,Y,Z oznaczmy trzy kopie zbioru Z liczb catkowitych, ktére be-
da reprezentowaé¢ odpowiednie wspolrzedne punktéw kratowych w przestrzeni
tréjwymiarowej. Dla danej liczby catkowitej c, definiujemy plaszczyzne H, . (o)
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(prostopadla do osi OX) jako

Hy. (o) ={(v,y,2): y,z € Z}.

Analogicznie definiujemy plaszczyzny H.,(«) oraz Hyy(c). A zatem, w swoim
ruchu Buldozer moze zablokowaé wszystkie punkty nalezace do jednej z plasz-
czyzn Hy. (o), H,p(o) lub Hyy (o) dla wybranego o € Z.

W trakcie gry bedziemy kolorowaé elementy zbioréw X, Y, Z na czerwono
i niebiesko. Gdy Bob Budowniczy stawia krzyzyk w polu (x,y, z), to maluje-
my wszystkie wspélrzedne x € X, y € Y oraz z € Z na czerwono. Jedli zas
Buldozer niszczy plaszczyzne postaci Hy.(x), to € X kolorujemy na niebie-
sko i1 podobnie dla pozostatych dwbch typéw plaszczyzn. A zatem, kazdy ruch
Boba Budowniczego prowadzi do trzech elementéw pokolorowanych na czerwo-
no (kazdego w innym zbiorze X,Y, Z), za$ jeden ruch Buldozera prowadzi do
jednego elementu pokolorowanego na niebiesko (w dokladnie jednym zbiorze
X,Y,Z). Czerwonym przedzialem nazwiemy dowolny zbiér kolejnych elemen-
tow {a,a+1,...,a+k — 1} w jednym ze zbioréw X,Y, Z, ktére wszystkie sa
pokolorowane na czerwono (gdzie k > 1 jest liczba calkowita). Powiemy, ze jest
on dopuszczalny jezeli k > n lub zaden z elementéw a + k,a+k+1,...,a+n
nie zostal pokolorowany jeszcze na niebiesko. Innymi stowy, czerwony przedziat
jest dopuszczalny, jezeli jest on dtugosci co najmniej n lub mozna go w danym
momencie gry rozszerzy¢ (na prawo) do przedzialu dlugosci n nie napotykajac
niebieskich punktéw.

Za pomoca indukcji po k > 1 wykazemy nastepujace stwierdzenie: dla do-
wolnej liczby catkowitej 1 < k < n Bob Budowniczy moze graé¢ tak aby skon-
struowaé¢ dowolnie duzo dopuszczalnych przedziatow diugosci £ w jednym ze
zbioréw XY, Z.

Zacznijmy od przypadku k = 1. Dla ustalonej liczby calkowitej N > 1
Bob Budowniczy stawia N krzyzykéw w polach postaci (n,n,n), (2n,2n,2n),
(3n,3n,3n), .. .. Jezeli ktéres pole tej postaci nalezy do zniszczonej plaszezyzny,
badz stoi juz w tym polu krzyzyk, to Bob Budowniczy stawia krzyzyk w ko-
lejnym niezablokowanym polu tej postaci — jest to mozliwe, gdyz w kazdym
momencie jedynie skoficzona liczba punktéw tej postaci moze byé zablokowa-
na. Kazdy ruch Boba Budowniczego skutkuje pomalowaniem jednego elementu
kazdego ze zbioréw X,Y, Z na czerwono. Co wigcej, poniewaz te elementy sa
oddalone o co najmniej n, kazdy z nich tworzy nowy przedzial dopuszczalny
dtugosci 1. Poniewaz ruch Buldozera skutkuje malowaniem tylko jednego pola
na niebiesko, w kazdym ruchu moze on uczyni¢ co najwyzej jeden z tych prze-
dziatéw niedopuszczalnym. A zatem, po N ruchach, Bob Budowniczy stworzy
3N czerwonych przedzialéw, z ktérych Buldozer jedynie N moze uczynié nie-
dopuszczalnymi. W efekcie, pozostanie co najmniej 2N dopuszczalnych prze-
dzialéw i jasne jest, ze przynajmniej %N z nich musi nalezeé¢ do tego samego
zbioru X, Y, Z. To dowodzi prawdziwo$ci naszego stwierdzenia dla k = 1.
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Zalbézmy teraz, ze Bob Budowniczy chce skonstruowaé¢ M dopuszczalnych
przedzialéw dlugosci k+ 1, gdzie k < n—1, a skonstruowal juz N > 2(k+1)M
dopuszczalnych przedzialéow dlugosci k. Ustalmy element x € X, bedacy kon-
cem jednego ze skontruowanych dopuszczalnych przedzialéw dlugosci k w zbio-
rze X. Poniewaz przedzial jest dopuszczalny, to element = + 1 € X nie jest po-
kolorowany na niebiesko. Wynika stad, ze wéréd punktéw postaci (x + 1, vy, 2)
(gdzie y,z € Z) jedynie skoniczona liczba lezy na plaszczyznach zniszczonych
przez Buldozera, gdyz plaszczyzna H,.(x + 1) nie zostata zniszczona. W szcze-
gblnosci, istnieje taka liczba catkowita ¢, ze dla y,z > t zaden punkt postaci
(z+1,y, 2) nie jest zablokowany. Mozemy wybra¢ tak duze ¢, aby to samo bylo
prawda dla wszystkich z1,...,2x € X bedacych koncem dowolnego z rozwa-
zanych N dopuszczalnych przedzialéow. W ciagu k + 1 kolejnych ruchéw Bob
Budowniczy stawia krzyzyki na punktach postaci (z1+1,y, 2), (z2+1,y+1, 2),

oy (k41 + 1L,y + k, 2). Jezeli w pewnym punkcie stoi juz krzyzyk, to Bub bo-
downiczy stawia krzyzyk na dowolnym innym polu. Jezeli nie jest mozliwe po-
stawienie tam krzyzyka, gdyz Buldozer zniszczyl plaszczyzne postaci H, (y+1)
dla 1 < 7 < k, to Bob Budowniczy stawia krzyzyk na dowolnym innym polu
postaci (x;-1+1, yo, z) tak aby rozszerzy¢ dopuszczalny przedzial o koficu x;_1.
Zauwazmy, ze po wykonaniu takich k£ + 1 ruchach Boba Budowniczego i do-
wolnych k + 1 ruchach Buldozera powstanie przynajmniej jeden dopuszczalny
przedzial o dtugosci k+1 w pewnym ze zbioréw X, Y. Istotnie, Buldozer moze
w jednym ruchu uczynié zablokowaé co najwyzej jeden dopuszczalny przedziat
w zbiorze X lub zablokowaé tworzacy sie jednocze$nie dopuszczalny przedzial
w zbiorze Y dlugosci k + 1. Poniewaz tacznie méwimy o k 4 2 dopuszczalnych
przedziatach (k 4+ 1 w zbiorze X i jednym w zbiorze Y'), to na konicu zostanie
przynajmniej jeden dopuszczalny przedzial. Powtarzajac te procedure 2M ra-
zy (za kazdym razem rozszerzajac nowy dopuszczalny przedzial w zbiorze X),
otrzymamy lacznie co najmniej 2M dopuszczalnych przedzialéow diugosci £+ 1
w zbiorach X, Y. A zatem pewne M z tych przedzialéw znajduje sie w X lub
pewne M znajduje sie¢ w Y. Koniczy to dowdd indukeyjny stwierdzenia.

WykazaliSmy w ten sposob, ze Bob Budowniczy moze graé¢ tak aby utwo-
rzy¢ czerwony przedzial dlugoséci n w jednym ze zbiorow X,Y, Z. Bez straty
ogblnosci przyjmijmy, ze {xg,x0 + 1,...,20 + n — 1} jest czerwonym prze-
dzialem w X. W szczegdlnoéci, zadna z plaszczyzn postaci Hy.(xo + 1) dla
0 < ¢ < n — 1 nie zostala zniszczona przez Buldozera. Poniewaz x¢p € X jest
czerwony, to istnieje punkt postaci (xg,yo,20), na ktérym Bub Budowniczy
postawil krzyzyk. W tej sytuacji nie mogly tez zosta¢ zniszczone plaszczyzny
H,.(yo) oraz Hy,(z). Bob Budowniczy moze wiec postawié krzyzyki na po-
lach (xo 4+ 1,90, 20),- .-, (xo + 1 — 1, Y0, 20) uzyskujac n krzyzykéw lezacych na
prostej réwnoleglej do osi OX. Konczy to rozwiazanie zadania.

9. Tréjkat ABC jest wpisany w okrag o. Punkt P lezy na prostej BC,
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przy czym punkty P, B, C leza na prostej w tej wladnie kolejnosci. Okrag w
jest styczny zewnetrznie do okregu o oraz do odcinkéw PA i PB odpowiednio
w punktach X i Y. Udowodnié, ze srodek okregu dopisanego do tréjkata ABC
stycznego do odcinka AB lezy na prostej XY

Rozwiazanie:

Niech K bedzie punktem stycznosci okregu w do okregu o. Niech ponadto
prosta Y K przecina okrag o ponownie w punkcie M. Jednoktadno$¢ j o srodku
K przeksztalcajaca okrag w na okrag o przeprowadza punkt Y na punkt M,
a prostag BC' na styczna do okregu o w punkcie M réwnolegla do prostej BC.
Punkt M jest wiec srodkiem tuku BC' okregu o zawierajacego punkt A. Inny-
mi stowy punkt M lezy na dwusiecznej kata zewnetrznego przy wierzchotku
A w trojkacie ABC'. Niech prosta XY przecina ta dwusieczna w punkcie J.
Wykazemy, ze J jest srodkiem okregu dopisanego do tréjkata ABC stycznego
do boku AB.

Jednoktadnosé j przeprowadza luk KY okregu w na tuk KM okregu o,
skad ZKXY = ZKCM = ZKAJ. Punkty K, A, J, X leza wiec na okregu, co

oznacza, ze
IMIK = ZAJK = ZAXK = /ZXYK = ZJY M.

W takim razie trojkaty MJK i MY J majace dodatkowo wspdluy kat przy
wierzchotku M sa podobne. Stad dostajemy MJ? = MK - MY . Skoro punkt
M jest érodkiem tuku BC, to MB = MC. Stad

/MKB =180° - ZMCB = 180° — ZMBC = /M BY.

W takim razie tréjkaty M KB i M BY majace dodatkowo wspdlny kat przy
wierzchotku M sa podobne. Stad otrzymujemy MB? = MK - MY. Zatem
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ostatecznie
MJ?>=MK -MY = MB?,

wiec MJ = M B. To pozwala napisac¢
o 1 (o] 1
ZAJB =90° — ilBMJ =90° — §4AC’B,

co wraz z réwnoscia LZBAJ = 90° — %LBAC daje ZABJ = 90° — %LABC.
W takim razie prosta B.J jest dwusieczna kata zewnetrznego przy wierzchot-
ku B w trojkacie ABC'. Ostatecznie punkt J lezy na przecieciu dwusiecznych
katow zewnetrznych przy wierzchotkach A i B w trojkacie ABC, a wiec jest
srodkiem okregu dopisanego do tréjkata ABC stycznego do boku AB, co kon-
czy rozwiazanie.

10. Czworokat ABC'D jest wpisany w okrag o sSrodku w punkcie O. Punkty
E i F s3 odpowiednio punktami przeciecia polprostych DA™ z CB~ i AB™
z DC™ . Prosta prostopadta do AC' i przechodzaca przez F przecina prosta EO
w punkcie X. Udowodni¢, ze ZCDX = 90°.

Rozwiazanie:

Niech S bedzie punktem przeciecia przekatnych AC i BD, a G punktem
przeciecia prostych AC' i FX. Niech ponadto prosta F'S przecina proste BC
i FO odpowiednio w punktach M i T. Poniewaz prosta F'S jest biegunowa
punktu E wzgledem okregu opisanego na czworokacie ABC D, to jest prosto-
padla do prostej FO oraz (B,C; M,E) = 1. W takim razie prosta FO jest
dwusieczna kata zewnetrznego przy wierzchotku T w tréjkacie BCT. Skoro
BO = CO, to wnosimy stad, ze punkty B, C, T, O leza na jednym okregu.
Zatem FO-ET = EC-EB = EA-ED, wigc punkty A, D, O, T leza na jednym
okregu. W takim razie

/ZDTX = /ZDAO =90° — %ADOA =90° — ZDCA =

=90° - LFCG = ZCFG = /DFX,

czyli punkty D, T, F', X leza na jednym okregu. Poniewaz ZFTX = 90°, wiec
ZCDX = 90°.
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11. Okrag o srodku I jest wpisany w trojkat ABC' i styczny do jego bokéw
BC, CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F. Okrag w o srodku w punkcie A
i promieniu AF' przecina wysokosé trojkata ABC, poprowadzong z wierzchotka
A, w punkcie P. Prosta DP przecina okrag w w punkcie X, zas$ prosta XA
przecina prosta BC' w punkcie S. Dowies¢, ze punkty P, I, S sa wspotliniowe.

Rozwigzanie:

Niech AT bedzie wysokoscig danego tréjkata, zas o okregiem stycznym do
prostej ID w punkcie D i przechodzacym przez punkt P. Jego érodek R lezy
na prostej BC. Przyjmijmy, ze prosta RP przecina prosta AS w punkcie U.
Os potegowa okregéw o i w zawiera punkty P oraz I, gdyz odcinki ID i I'F sa
réwne i styczne do obu okregéw. Wystarczy udowodnié¢, ze na tej osi lezy takze
punkt S.

X
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Skoro RD = RP, to
/PXA=/APX = /DPT =90° — ZRDP =90° — ZRPD = 90° — /X PU.

W takim razie prosta RP jest prostopadla do prostej AS. Stad i z prostopa-
dlosci AP i BC dostajemy, ze punkt P jest ortocentrum tréjkata ARS. Zatem
prosta SP jest prostopadta do prostej AR, a wiec punkt S lezy na osi potegowej
okregéw o i w, co koniczy dowdd.
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Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne

1. Wykazaé, ze liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢ spelniaja réwnanie
a* + bt + ¢t + 4a?? = 2(a2b2 +a%? + b202)

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje trojkat ABC o katach wewnetrznych a, 3, «
taki, ze
sihae=a, sinff=10 oraz siny=c.

Rozwiazanie:
Traktujac liczby a,b > 0 jako parametry, rozwazmy tréjmian kwadratowy
f zadany wzorem

f(t) = t2 + 2t(2a2b2 — a2 — b2) + (a4 + b4 _ 2a2b2) _

=2 4 2(a2(b? — 1) + b2(a® — 1)) + (a® — b?)?

dlat € R. Jasne jest, ze liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek dany w zadaniu
wtedy i tylko wtedy, gdy liczba c? jest pierwiastkiem tréjmianu f. Wyréznik
A tego trojmianu jest réwny

A =4(2a%V* — a? — b?)? — 4(a® — b*)? = 4(2a%V? — 20*)(26%V* — 2b%) =

=16a%b*(1 — a?)(1 — b?).

Zauwazmy teraz, ze jezeli liczby a, b, ¢ spelniaja dany warunek, to skoro liczba
c? jest pierwiastkiem tréjmianu f, musimy mieé A > 0. To oznacza, ze a,b < 1
lub a,b > 1. Wykazemy, ze musi zachodzi¢ pierwsza mozliwos¢. Istotnie, w prze-
ciwnym wypadku, wspolczynnik przy ¢t w tréjmianie f jest nieujemny. Poniewaz
ze wzordéw Viete’a wynika, ze jest on przeciwnos$cig sumy pierwiastkéow, to su-
ma pierwiastkow f jest liczbg niedodatnia. Jednoczesnie, skoro wyraz wolny f
jest nieujemny, to oba te pierwiastki musza by¢ liczbami niedodatnimi. To jest
jednak sprzeczne z faktem, ze dodatnia liczba c? jest pierwiastkiem f. A zatem
mamy a,b < 1. Co wiecej, liczby a i b nie moga by¢ jednoczeénie réwne 1, gdyz
wowcezas 0 jest jedynym pierwiastkiem f.

Poniewaz dowolna liczba z przedziatu (0, 1] jest warto$cia funkeji sinus na
przedziale (0, g] mozemy zapisa¢ a = sin« oraz b = sin 3, gdzie o, 8 € (O7 g}
(przy czym przynajmniej jedna z liczb «, 3 jest rézna od 7). Woéwczas z jedynki
trygonometrycznej wynika, ze

A = 16a*b*(1 — a®)(1 — b*) = 16 sin® asin® 3 cos? v cos? 3,

a stad
VA = 4 sin asin 3 cos a cos 3,
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gdyz funkcja cos jest nieujemna na przedziale (O7 g] Co wiecej
a®(b* — 1) 4+ b*(a® — 1) = —(sin® awcos? b + sin? B cos? ).

Ze wzoru na pierwiastki funkcji kwadratowej otrzymujemy teraz, ze c2 jest
jedna z liczb

2

sin? accos? 3 + sin? 3 cos? o + 2sin asin 3 cos a cos f =

= (sinacos B + sin Bcos a)? = sin(a + 3)?.

Jezeli ¢? = sin(a + B)?, to
¢ =sin(a + B) = sin(r — a — ) = sin~,

gdzie y =7 —a— (€ (0,7). A zatem w rozwazanym przypadku katy «, 3,
sg katami pewnego trdjkata.

Zalézmy teraz, ze c? = sin(a — 8)2. Bez straty ogélnoéci mozemy przyjaé,
ze a > (. Wéwezas ¢ = sin(a — ). Co wiecej, a = sina = sin(m — «). A zatem,
skoro

(m—a)+ B+ (a— ) =180°,

to liczby a, b, ¢ sa i w tym przypadku réwne sinusom katow pewnego tréjkata.

Zalézmy teraz, ze a = sin, b = sin 3, ¢ = sin~y dla katéw «, 3,7 pewnego
trojkata. Bez straty ogélnosci mozemy przyjac, ze o, 8 < 3, gdyz w trojkacie
istnieje co najwyzej jeden kat, ktory nie jest ostry. W tej sytuacji mamy

¢ =sin?y = sin?(7 — a — ) = sin’(a + f).

Laczac to z wyprowadzonymi wczesniej wzorami na pierwiastki tréjmianu f,
wnioskujemy, ze w rozwazanej sytuacji mamy f(c?) = 0. Oznacza to, ze liczby
a, b, c spelniaja zadang réwnosé i rozwiazanie zadania jest zakonczone.

o

2. Dla danych liczb catkowitych dodatnich a, bi x; definiujemy ciag (x")n:1
zadany poprzez zaleznoé¢ z,, = ax,_1+b dlan > 2. Znalez¢ warunek konieczny
i wystarczajacy jaki musza spelniaé liczby a, b, x1, aby dla dowolnych indekséw
m i n zachodzilta implikacja m | n = 2, | zp.

Rozwigzanie:

Zalézmy, ze ciag (x,)22; spelnia dany warunek rekurencyjny oraz z; = 1.
Wéwezas zachodza réwnosci 2 = a + b, 23 = a(a +b) +b = a® + ab+ b,
r4 = a(a® + ab+b) + b= a® + a?b+ ab + b i ogdlnie

Tp=a""t b 4...+1) dlan>1,
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co mozna tatwo wykazaé¢ za pomoca indukcji. Rozpatrzmy najpierw przypadek
a = 1. Wéwczas z powyzszego wzoru wynika, ze

xpn=(m-1)b+1 dlan>1.

Jezeli ciag ma spelnia¢ dana implikacje, to dla dowolnego n > 1 powinna
zachodzié podzielnoéé x,, | x,2, czyli (n — 1)b+ 1| (n? — 1)b+ 1. Jednoczeénie
(n=1)b+1| (n—1)(n+1)b+(n+1) = (n?—1)b+(n+1). Stad (n—1)b+1 | n dla
dowolnego n > 1. Jasne jest jednak, ze jezeli b # 1, to dla odpowiednio duzych
n mamy (n —1)b+ 1 > n, a wiec rozwazana podzielnosé jest niemozliwa. Stad
wynika, ze musimy mie¢ b = 1. W tym przypadku z,, = n dla dowolnego n > 1
i oczywiécie zadana implikacja jest spelniona.
Zatézmy wiec, ze a > 1. Wowczas

n—1 _
gn=a" 40—~ dlan>1.
a—1

Podzielnos¢ ., | x, réwnowazna jest zatem podzielnosci

am—l + bam—l -1 an—l + ban—l —1
a—1 a—1
lub tez
a™ —a™ +b(@™ ! 1) | a® —a" "t Fb(a™ —1).
Zakladajac, ze n > m mozemy przemnozy¢ lewa strone przez a™~ ™ i odjac ja

od prawej, aby otrzymac¢ rownowazna podzielnosé
a™ —a™ V4 bt = 1) | bla™™ —1).

Zauwazmy teraz, ze jezeli powyzsza podzielnosé zachodzi dla n = 2m, to za-
chodzi dla wszystkich n podzielnych przez m. Istotnie, dla n = 2m podzielnosé
przyjmuje postac

a™ —a™ 4 (@™t = 1) | bla™ - 1),

a jesli n = km, to ze wzoru na réznice k-tych poteg wynika, ze a™ —1 | a™ — 1.
A zatem, fakt, ze ciag (x,)°; spelnia zadana implikacje, jest réwnowazny
temu, ze dla dowolnego m > 1 spelniona jest ostatnia podzielnos¢. Zauwazmy
jednak, ze skoro a™ — 1 < a™ —a™ ! +b(a™"! — 1), to

b(a™ —1)

< b.
am — am—l + b(am—l _ 1)

Poniewaz powyzszy iloraz ma by¢ liczbg catkowita dla dowolnego m > 1, wiec
istnieje pewna warto$é k € {1,2,...,b}, ktéra przyjmuje on dla nieskoniczenie
wielu m. Wéwczas mozemy zapisacé

b(a™ —1) = k(a™ —a™ ' +b(a™ ' - 1)),
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co po przeksztalceniu daje nam
a™ Yak —ab+ kb —k) = b(k — 1).

Zauwazmy jednak, ze prawa strona powyzszej rownosci jest stala, zas czynnik
a™ ! moze przyjmowaé dowolnie duze wartoéci. W tej sytuacji drugi czynnik
lewej strony musi by¢ réwny 0, gdyz inaczej warto$¢ bewzgledna lewej strony
przyjmowalaby dowolnie duze wartosci. Stad ak + kb = ab+ k i w konsekwencji
réwniez b(k—1) = 0, czyli k = 1. To daje nam a+b = ab+1, lub tez réwnowaznie
(a —1)(b —1) = 0. Poniewaz zalozyliSmy, ze a # 1, to musimy mie¢ b = 1.
W tym przypadku zachodzi réwnoéé a™ —a™ 1 +b(a™ 1 —1) = a™ — 1, a wiec
podzielno$é
a™ —a™ +b(@™ ™t — 1) | b(a™ — 1)

istotnie jest spelniona dla dowolnego m > 1 i w konsekwencji ciag spelnia zada-
ny warunek. Laczac oba rozwazone przypadki, wykazaliémy, ze przy zalozeniu
x1 = 1 ciag spelnia zadana implikacje wtedy i tylko wtedy, gdy b = 1.

Pozostaje zauwazyé¢, ze w ogblnym przypadku skoro z1 | 23 = axy + b, to
b = b'zy dla pewnej liczby catkowitej ¥ > 1. Rozwazajac teraz ciag (z],)5,
zadany jako ] = 1, z], = ax]_,+b" dostajemy x,, = x12, dla dowolnegon > 1.
Stad wynika, ze ciag (z,)5%; spelnia zadana implikacje wtedy i tylko wtedy,
gdy jest ona spelniona przez ciag ()5 ;. Poniewaz x| = 1, to sprowadza to
sytuacje do rozwazanego wczesniej przypadku, gdzie wykazaliSmy, ze musimy
mie¢ b = 1. Oznacza to, ze ciag (z,)52; spelnia zadana implikacje wtedy
i tylko wtedy, gdy x1 = b, gdzie b > 1 jest dowolna liczba catkowita. Konczy
to rozwiazanie zadania.

3. Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym
LABC = ZADC = 135°.

Punkty M, N leza odpowiednio na potprostych AB™, AD™ i spelniaja wa-
runki ZMCD = ZNCB = 90°. Okregi opisane na tréjkatach AMN i ABD
przecinaja sie po raz drugi w punkcie K # A. Udowodnié, ze proste AK i KC'
sg prostopadle.

Rozwiazanie:

Niech X 1Y beda takimi punktami odpowiednio na prostych AM i AN, ze
LAXC = LAY C =90°. Wtedy LZMBC = /XBC = ZNDC = 2Y DC = 45°
oraz ZBCM =90° — ZBCD = ZDCN. W takim razie tréjkaty BXC i DYC
sa podobne oraz trojkaty BMC 1 DNC sa podobne. To pozwala napisaé

BX _BC _BM
DY DC DN’
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Skoro /KBA = /ZKDA oraz /ZKMA = ZKNA, to tréjkaty KBM i KDN sg
podobne. W takim razie punkt K jest sSrodkiem podobienstwa spiralnego o $rod-
ku K przeprowadzajacego odcinek BM na odcinek DN. Poniewaz % = %,

wiec w przeksztalceniu tym punkt X przechodzi na punkt Y. Stad wniosek, ze
/KXA=/KXB=/KYD=/KYA,

wiec punkty K, A, X, Y leza na jednym okregu. Skoro ZAXC = ZAY C = 90°,
to punkt C takze lezy na tym okregu, zas odcinek AC jest jego $rednica. To
oznacza, ze ZAKC = 90°, co konczy dowdd.

4. Punkt P jest $rodkiem boku AC tréjkata ABC. Okrag k przecina wne-
trza odcinkéw AP, CP, BC i AB odpowiednio w punktach K, L, M i N.
Dowiesé, ze jezeli S jest srodkiem odcinka KL i spelnione sa rownosci

2-AN-AB-CL=2-CM - -BC-AK = AC - AK -CL,

to punkt przeciecia prostych KN i ML lezy na symetralnej odcinka P.S.

Rozwiazanie:
Niech X bedzie punktem przeciecia prostych KN i M L. Z danych w tresci
zadania zaleznosci wynika, ze
AK AB CL BC
——=— oraz — = ——,
AN AP cM CP
co pocigga za sobg podobienstwo trojkatéw AK N i ABP oraz tréjkatow C LM
i CBP. W takim razie

LLKX = /AKN =/ABP i /KLX =/CLM = ZCBP.

Stad otrzymujemy, ze ZKXL = 180° — ZNBM, wiec punkty X, M, B, N
lezg na jednym okregu. Stad i z tego, ze punkty K, L, M, N lezg na okregu
dostajemy

ANBP =/LKX =180° - 4ZNKL=/NML = /NBX,
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wiec punkt X lezy na prostej BP.

Niech D bedzie obrazem symetrycznym punktu B wzgledem punktu P.
Czworokat ABCD jest wiec rownolegtobokiem. Wéowczas

LLKX = /ABP = ZABD oraz /KLX =/CBP = /ZADB,

skad wniosek, ze tréjkaty KLX i BDA sa podobne. Odcinki XS i AP to
odpowiednie $rodkowe w tych tréjkatach, wiec LZAPX = ZAPD = /ZLSX.
Zatem trojkat PSX jest rownoramienny, skad wynika teza zadania.

5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie n o nastepujacej wtasno-
$ci: dla dowolnych liczb catkowitych nieujemnych k, m, dla ktérych k+m < n
liczby ("n_lk) i (".™) sa jednakowe]j parzystosci.

Rozwiazanie:

Wykorzystamy nastepujace twierdzenie Lucasa: jezeli m,n > 0 sa licz-
bami catkowitymi, to dla dowolnej liczby pierwszej p zachodzi kongruencja

(1) = () () () ot

gdzie n;,m; € {0,1,...,p — 1} sa cyframi liczb n i m w zapisie o podstawie p,
czylin = nkp’C + nk,lpk_l +...+ngorazm = mkpk + mk,lpk_l e+ mo (je-
zeli zapis jednej z liczb n, m ma wiecej cyfr, to dopisujemy zera od lewej strony
w liczbie z krétszym zapisem). Co wiecej, w powyzszej kongruencji przyjmuje-
my, ze (“y”) = 0 dla liczb catkowitych y > x > 0.

Powyzsze twierdzenie zastosujemy dla p = 2. Zauwazmy najpierw, ze jezeli
liczba calkowita dodatnia n spelnia warunek dany w tresci zadania, to biorac
k = 0 otrzymujemy, ze liczba () jest tej samej parzystosci co liczba (")) = 1
dla dowolnego 0 < m < n, czyli jest nieparzysta. Biorac pod uwage twierdzenie
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Lucasa, oznacza to, ze dla dowolnego 0 < m < n dowolny dwumian wystepujacy
w iloczynie po prawej stronie kongruencji musi by¢ réwny 1. W rozwazanej
sytuacji p = 2 mamy lacznie jedynie cztery mozliwosci: ((1)) =1, (}) =1,
(8) =1 oraz (?) = 0. A zatem, dla zadnego 0 < m < n nie wystepuje sytuacja,
w ktérej n ma 0 w zapisie dwdjkowym na pewnej pozycji, zas§ m ma 1 na tej
samej pozycji. Poniewaz m jest dowolna liczba w zbiorze {0,1...,n} to jasne
jest jednak, Ze to oznacza, iz n ma same cyfry 1 w systemie dwdjkowym. Stad
wynika, ze n = 2V — 1 dla pewnej liczby calkowitej N > 1.

Udowodnimy teraz, ze wszystkie liczby postaci n = 2 — 1 spelniaja dany
warunek. Rozumujac jak powyzej, mozemy stwierdzi¢ ogélnie, ze jezeli zachodzi
k +m < n, to liczba (”;Lk) bedzie parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
chociaz jedna pozycja w zapisie dwdjkowym, na ktérym n—k ma cyfre 0, zas m
ma cyfre 1. Poniewaz jednak n ma same cyfry 1 w zapisie dwéjkowym, to jest to
rownowazne temu, ze na tej pozycji k ma cyfre 1. W takiej sytuacji, na tej samej
pozycji liczba n — m ma cyfre 0, za$ k ma cyfre 1, a wiec réwniez liczba (";m)
jest parzysta. Wnioskujemy wigc, ze dla liczby n posiadajacej wytacznie cyfry
1 w systemie dwdjkowym liczba (";Lk) jest parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba (”;m) jest parzysta. Stad wynika, ze wszystkie liczby postaci n = 2V —1
spelniaja zadany warunek.

6. Dana jest liczba calkowita n > 6 oraz rodzina F zlozona z 3-elementowych
podzbioréw zbioru {1,2,...,n}, ktéra spelnia nastepujacy warunek: dla dowol-
nych liczb catkowitych 1 < < j < n istnieje co najmniej [ 5| — 1 podzbioréw
A € F takich, ze i,j € A. Udowodnié, ze istnieje liczba catkowita m > 1 oraz
parami rozlaczne zbiory Ay, As, ..., A,, € F, dla ktérych

Rozwiazanie:

Wybierzmy maksymalna liczbe m, dla ktérej istnieja parami roztaczne zbio-
ry Ay, Ao, ..., A, € F. Dla dowodu nie wprost zatézmy, ze n — 3m = k > 6.
Oznaczmy przez X zbioér k liczb ze zbioru {1, 2,...,n}, ktére nie pojawiaja si¢
w zadnym zbiorze A;. Z elementéw zbioru X wybierzmy 6 i utwérzmy z nich
3 rozlaczne pary X1, Xo, X3 (zapominajac o pozostalych elementach X). Za-

uwazmy, ze jezeli a € {1,2,...,n} jest takim elementem, ze X; U {a} € F
dla pewnego i € {1,2,3}, to a € A; dla pewnego 1 < i < m. W przeciwnym
bowiem razie, do zbioréw Aj, As, ..., A, mozna by bylo dolaczyé roztaczny

z nimi zbiér X; U {a} € F, otrzymujac w ten sposéb wiekszy uklad parami
rozlacznych zbioréw. Niech z; ; € {0,1,2,3}, gdzie 1 < i< 3oraz 1 < j<m
oznacza liczbe elementéw zbioru Aj;, ktére po dotaczeniu do i-tej z rozwazanych
par utworza zbior z F. Na mocy warunku danego w zadaniu oraz wczesniejszej
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obserwacji mamy wiec
“ n
> ms > [5]-1
j=1

dla dowolnego 1 < ¢ < 3. Za pomoca tej nieréwnosci i zmiany kolejnosci sumo-
wania oszacujemy S$redniag arytmetyczng z wyrazen postaci 213:1 x;,5. Mamy
bowiem

3 m n .
E. szi,j :%~ szi,j >3(L§in_1) >3(i;2):3

j=11i=1 i=1j=1 3

Skoro Srednia arytmetyczna jest wieksza niz 3, to dla pewnego 1 < j < m
zachodzi nieréwnoéé X

in’j > 3.

i=1

Oznacza to, ze dla pewnego 1 < j < m co najmniej 4 razy zdarza sie, iz ktéras
z par X; tworzy podzbiér nalezacy do rodziny F po dolaczeniu do niej pewnego
elementu zbioru A;.

Utworzmy graf dwudzielny, ktérego jeden zbiér podziatu stanowia trzy ele-
menty zbioru A;, a drugi zbiér pary X, Xo, X3. Pare X; laczymy krawedzia
z elementem a € A; wtedy i tylko wtedy, gdy X; U {a} € F. W naszym gra-
fie istnieja w tej sytuacji co najmniej 4 krawedzie. W grafie dwudzielnym o 3
wierzchotkach w obu grupach podziatu i 4 krawedziach zawsze mozna wybraé
2 krawedzie rozlaczne — z jednego wierzchotka wychodza bowiem co najwy-
zej 3 krawedzie. Przyjmijmy bez straty ogdlnosci, ze a # b € A; sa takie, ze
X1 U{a} € F oraz Xy U {b} € F. Pozostaje zauwazy¢, ze zastepujac zbidr A;
przez zbiory X; U {a}, X5 U {b} otrzymujemy uklad m + 1 parami roztacznych
zbioréw z F. Przeczy to poczatkowemu zalozeniu o maksymalnosci m i dowod
jest zakonczony.
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Regulamin Meczu Matematycznego

Ustalenia wstepne

. W Meczu biora udzial dwie druzyny. Kazda z druzyn wybiera ze swojego

grona Kapitana.

. W pierwszej fazie Meczu obie druzyny rozwiazuja 11 zadan dostarczonych

przez Jury i przygotowuja sie do zreferowania rozwigzan przy tablicy.
Drugg faza Meczu jest rozgrywka.

Rozgrywka

. Ekipy na przemian wywotuja druzyne przeciwng do zreferowania przy

tablicy rozwigzania jednego z niewybranych dotad zadan. Numer zada-
nia jest wybierany przez druzyne wywotujaca. Wywotywanie rozpoczyna
druzyna wylosowana tuz przed rozgrywka.

. Druzyna wywotana do rozwiazania zadania deklaruje, czy przyjmuje za-

danie. Dalszy przebieg rozgrywki zalezy od decyzji druzyny wywotanej.

Jesli druzyna wywolana przyjmuje zadanie...

5. Druzyna wywolana staje si¢ druzyna referujaca.

10.

. Zawodnika druzyny referujacej, ktéry przedstawia rozwiazanie przy ta-

blicy, wyznacza Kapitan druzyny przeciwnej.

. Zawodnik moze by¢ wyznaczony jedynie wtedy, gdy kazdy zawodnik z

jego druzyny zakonczyt referowanie zadania nie mniej razy niz on. Nie
mozna wyznaczy¢ zawodnika po raz drugi do tego samego zadania. Jezeli
do referowania wyznaczono Kapitana, wskazuje on na czas pobytu pod
tablica swego zastepce.

. Osoba referujaca nie moze korzystac¢ z notatek, ani konsultowaé sie ze swo-

ja druzyna. Druzyna przeciwna nie moze przeszkadzaé¢ lub przerywaé re-
ferujacemu.

. Kapitan druzyny referujacej moze odwolywaé osoby referujace dowolna

liczbe razy. Takze osoba referujaca moze zrezygnowacé z referowania. Wow-
czas Kapitan druzyny przeciwnej wskazuje kolejna osobe druzyny referu-
jacej do kontynuowania rozwigzania przy tablicy na zasadach opisanych
w punktach 7 i 8. Druzyna zmieniajaca referujacego traci N punktéw
przy swojej N-tej zmianie w czasie Meczu.

FLaczny czas na zreferowanie rozwiazania przez druzyne referujaca wy-
nosi 10 minut. Po uplywie tego czasu Jury moze przerwaé referowanie,
poprosi¢ o streszczenie dalszej czesci rozwiazania lub pozwolié¢ na dalsze
referowanie, w zaleznosci od tego, czy rozwiazanie zdaniem Jury rokuje
nadzieje na poprawno$c¢ i zbliza sie do konca.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Po oznajmieniu przez referujacego, ze referowanie rozwiazania zostalo
zakonczone, druzyna przeciwna moze zglosi¢ zastrzezenia co do popraw-
nosci lub kompletno$ci rozwigzania, a nastepnie referujacy odpowiada na
te zastrzezenia.

Jezeli podczas dyskusji druzyna wywolujaca zwrécila uwage na bledy lub
luki dyskwalifikujace rozwiazanie, ma ona prawo do zreferowania braku-
jacych czesci rozwiazania na zasadach okreslonych w punktach 6—-11.

Ostatecznie Jury ocenia zaprezentowane referaty oraz dyskusje i przyzna-
je obu druzynom nieujemne liczby punktéw o sumie nie przekraczajacej
10 punktéow. Druzyna, ktéra przedstawita poprawne rozwiazanie, otrzy-
muje co najmniej 7 punktéw. Jury ma prawo zada¢ pytania referujacemu
w celu ustalenia oceny.

Jesli druzyna wywotana nie przyjmuje zadania...
Druzyna wywolujaca staje sie druzyna referujaca i prezentuje rozwiazanie
zgodnie z zasadami okre$lonymi w punktach 6-11.

Ostatecznie Jury przyznaje druzynie referujacej od 7 do 10 punktow, je-
zeli zaprezentowane rozwiazanie jest poprawne, albo —10 (minus dziesied)
punktéw w przeciwnym przypadku. Jury moze réwniez przydzieli¢ dru-
zynie przeciwnej punkty za wskazanie luk lub btedéw w przedstawionym
rozwiazaniu. Jury ma prawo zadaé¢ pytania referujagcemu w celu ustalenia
oceny.

Ustalenia koncowe

Rozgrywka konczy sie po wywotaniu 8 zadan. W przypadku remisu wy-
woluje sie dodatkowo 2 zadania.

Przewodniczacy Jury moze naltozy¢ kare punktowa na druzyne za nie-
zgodne z niniejszym regulaminem zachowania jej zawodnikéw.

Interpretacja niniejszego regulaminu nalezy do przewodniczacego Jury.
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Spis tresci

Tresci zadan

Zawody indywidualne . . . . ... ... ... ..
Pierwszy Mecz Matematyczny . . . . . . . . . ..
Drugi Mecz Matematyczny . . . . ... .. ...

Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne

Rozwigzania

Zawody indywidualne . . ... ... .. ... ..
Pierwszy Mecz Matematyczny . . . . . . . . . ..
Drugi Mecz Matematyczny . . . . ... ... ..

Czesko-Polsko-Stowackie Zawody Matematyczne

Regulamin Meczu Matematycznego

10
12
14

15
15
46
62
7
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